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基于稀疏约束非负矩阵分解的
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聚类算法
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要!为了提高
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聚类算法在高维数据下的聚类效果!提出一种基于稀疏约束非负矩阵分解

的
S'T@54=

聚类算法"该算法在最优保持原始数据本质的前提下!通过在非负矩阵分解过程中对基矩

阵列向量施加
!

$

与
!

D

范数稀疏约束!首先挖掘嵌入在高维数据中的低维数据结构!实现高维数据的低

维表示!然后利用在低维数据聚类中性能良好的
S'T@54=

算法对稀疏降维后的数据进行聚类"实验结

果表明提出的算法可行!并且在处理高维数据上有效"
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聚类分析是数据挖掘领域中一个热门的研究方向!其主要思想是将数据对象划分成不同的簇!使得

同一簇中的数据对象具有较高的相似度!而不同簇中的数据对象具有较低的相似度'目前基于划分(层

次(密度(网格和神经网络等的诸多聚类算法在商务(市场分析(生物学以及文档分析等领域有广泛的应

基金项目!国家自然科学基金$
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用'这些聚类算法在处理小规模数据和低维数据时一般都有比较好的效果!但是随着数据量和数据维

数的逐渐升高!性能会急剧下降!因此不适用于对高维数据进行聚类分析)

$

*

'

S'T@54=

)

D')

*是基于划分的聚类算法!是一种有着广泛应用!且具有代表性的聚类方法!具有简单(

易于实现(可伸缩和高效等优点'但是!随着数据维数的逐渐增高!可能会受到+维数灾难,的影响!难以

获得好的聚类结果'这意味着!

S'T@54=

聚类算法在处理数据维数不断升高的聚类问题时!对数据进行

有效降维是必要的'

矩阵分解)

&

*对数据降维非常有效!通过矩阵分解得到原数据矩阵的低秩逼近!是对原始数据内在结

构特征的刻画'目前!利用矩阵分解来解决实际问题的数据分析方法很多!如主成分分析$
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%和奇异值分解$
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%等'这些方法的共同特点是!分解后矩阵因子中的元素可正可负'从数学的

角度看!分解结果中存在负值是正确的!但负元素在实际问题中往往是没有意义的'

非负矩阵分解)
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#TN

%作为矩阵分解的一种特殊方法!由于

其可以在保持原始数据本质的前提下!实现高维数据的低维表示!在图像分析(文本聚类(数据挖掘(语

音处理(机器人控制(生物医学工程和化学工程等领域有着广泛的应用'

#TN

最早由
[@@-

和
"@24

A

V"

提出!发表于-

#5823@

.!是一种在矩阵中所有元素均为非负数约

束下的矩阵分解'它具有简洁明了!易于操作!分解结果可解释(占用存储空间少!并且可以从高维数据

中发现隐藏其中的有意义的低维结构)

*

*等优点'之后!
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和
"<L14V-
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Q

*系统分析

和研究了
#TN

的对称扩展形式

!
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M

和加权扩展形式

!

"

#$#

M

并证明了对称扩展形式等价于核
S'T@54=

聚类'

#TN

分解后的基矩阵和系数矩阵虽然本身具有较好的稀疏)

('$%

*性!但仍然需要耗费巨大的存储空

间!因此!许多学者在
#TN

基础上!对数据的稀疏性做了进一步的研究'
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*首次提出
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与稀

疏编码结合构造非负稀疏编码$
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%

算法的思想!其在稀疏约束条件下!通过
#TN

获得稀疏的基矩阵!减少了存储空间'
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等)

$D

*在标准

#TN

基础上!通过对基矩阵增加空间局部化限制!构造了
[#TN

算法'

\2

等)

$)

*提出了一种基于信息

检索的受限非负矩阵分解'黄钢石等)

$&

*提出了一种获取潜在语义的受限非负矩阵分解方法$
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%算法'胡学考等)

$R

*利用少量标注样本和

大量未标注样本!构造了施加稀疏约束的非负矩阵分解算法'刘建伟等)

$E

*总结了各种正则化稀疏模

型!分析了各种稀疏模型被提出的原因(所具有的优点(适宜解决的问题及其模型的具体形式等'虽然

上述方法都比较好地解决了非负矩阵分解的稀疏性增强问题!但大多研究都集中在对
#TN

分解后的

矩阵进行稀疏约束'

本文基于
#TN

分解!研究
S'T@54=

聚类算法在高维数据聚类中的应用'提出了基于稀疏约束非

负矩阵分解的
S'T@54=

聚类算法$
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#TN"'S

%'算法对原始高维数据构成的矩阵
!

首先进行
#TN

!即!近似计算
!

"

%#

!其中!

%

为

基矩阵!

#

为权矩阵'基于这种分解!

!

的列向量可以解释为对
%

中所有列向量的加权和'为了减少

存储空间!同时获得好的聚类结果!在非负矩阵分解过程中!对基矩阵
%

的每一列
&

"

施以
!

$

与
!

D

范数

的稀疏约束!并且为了获得稳定的基矩阵
%

!对所得的
%

的列进行了归一化处理&最后利用
S'T@54=

聚

类算法!对稀疏降维后的低维数据进行聚类'

*$D$!

韩素青 等#基于稀疏约束非负矩阵分解的
S'T@54=

聚类算法
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基本概念
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算法
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算法由
T5:]2@@4

于
$(E*

年首次提出!是一种常用的基于划分的聚类分析方法!其核心

思想是找出
#

个聚类中心!则

!$ "

$

!

"

D

!/!

"

0 1

#

并使每一个数据点
'

和与其最近的聚类中心
"

"

的距离平方和最小'

S'T@54=

算法的主要优点是简单(快速和有效!但仍存在一些不足"$

$

%聚类结果易受
#

个初始中心

选取的影响&$

D

%需要根据初始聚类中心确定初始划分!并通过对初始划分进行优化求解!容易陷入局部

最优&$

)

%计算数据之间的距离时需要遍历中心点!当数据规模较大时!算法的时间开销比较大'
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!

非负矩阵分解

#TN

将高阶原始矩阵分解为两个阶数较低的非负矩阵乘积的一般形式)

$*'$Q

*

!即

!

"

%#

(

)

#

!

"

%#

式中"

!

$

C

%^&为待分解矩阵!

%

$

C

% '̂和
#

$

C

'̂ &为分解后的两个非负矩阵!

)

为逼近误差!要求
)

尽可

能小并且快速收敛'

'

的选取根据实际情况设置!一般要求
'

%

L<4%

!

0 1

&

'

#TN

是
#?'K53>

问题!可转化为优化问题求解!在分解过程中通过不断迭代优化的方法交替求解

%

和
#

'

常用的两种目标函数为
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$ %

(

分别基于欧式距离和
./0

散度定义'

由于
%

!

#

非凸!所以对应的最优解通过迭代公式进行求解!当
!+%#

误差小于某一个数或者达到

最大迭代次数时!算法停止!获得最优解
%

和
#

'

@CD

!

向量的稀疏度

稀疏约束
#TN

指在迭代过程中对基矩阵
%

的列向量或权矩阵
#

的行向量进行稀疏约束的非负

矩阵分解'由于向量的稀疏性与向量中非零分量所占的比例有关!而与分量的符号和顺序无关!因此!

向量的稀疏性可以用稀疏度来度量'
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给出的稀疏度)
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式中"
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为向量
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的维数!
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'其中"

!

$

范数
'

$

用

来控制稀疏解的产生!通过最小化
!

$

范数
'

$

!可以找到最少且最优的稀疏特征项'

!

D

范数
'

D

用来约束

模型参数!可以抑制过拟合!增强模型的泛化能力'

从式$

$

%可以看出!稀疏度
1

2

$%

'

的值越大!向量中分量的分布越零散!分量值间的差异越大&稀疏

度
1

2

$%

'

的值越小!向量中的分量分布越均匀!分量值在某一固定值上下波动的幅度就越小'因此!用

式$

$

%对向量的稀疏性进行刻画是一种合理的选择'
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稀疏约束
5#8

算法

将
#TN

应用于高维数据聚类时!因为基矩阵
%

反映了原始高维数据的主要特征!因此将基矩阵
%

解释为高维数据的原型矩阵'对
%

施加稀疏约束$即!对
%

的每一列
&

"

施加稀疏约束%!可以在最优保

持原始信息的条件下!减少基矩阵
%

的存储空间!为
S'T@54=

聚类奠定基础'

稀疏约束
#TN

算法通过迭代求解最优
%

和
#

'分解过程采用梯度下降策略!利用乘性和加性迭

代更新规则来获得基矩阵
%

和权矩阵
#

'

这里!加性迭代规则指
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式中"
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为迭代步长&+
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(

,和+
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#,分别代表两个矩阵元素的点乘与点除'

加性迭代和乘性迭代的作用在于!加性迭代保证只要所有元素被设定为足够小的正数!那么欧氏距

离就会随着加性迭代而减小&而乘性迭代规则保证迭代的每一步的结果均为正数!即可以保证迭代的每

一步获得的矩阵是非负的'

在对基矩阵
%

进行稀疏约束的过程中!有可能引起
#TN

识变率降低的问题!因此!需要对基矩阵

%

进行归一化处理以获得稳定结果!进而提高
#TN

的识变率!并且在保持一定识别率的基础下使基矩

阵
%

尽可能的稀疏'

基矩阵
%

的归一化描述为
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其本质是对基矩阵
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的每一列
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范数归一化'

稀疏约束非负矩阵分解算法 $

#14

'

4@

A

58<F@ L583<O75:813<Y58<14 Z<8K=

G

53=@4@==:14=835<48=

!

"#TN

)

$%

*

%!描述如下'

输入"原始矩阵
!

!预设降维后的维数
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!稀疏度
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初始化
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为两个随机的非负矩阵'
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对
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进行稀疏约束!然后将
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投影为非负值!使
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的
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范数不变!而
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的范数
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的范数根据预置的稀疏度
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若
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)$

!或迭代次数超过限制!则终止迭代!否则跳至步骤$
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利用式$

&

%对
%

的列进行归一化!获得基矩阵
%

'

B

!

基于稀疏约束
5#8

的
!"#$%&'

聚类算法

本节基于
"#TN

算法和
S'T@54=

聚类算法设计基于稀疏约束非负矩阵分解的
S'T@54=

聚类算

($D$!

韩素青 等#基于稀疏约束非负矩阵分解的
S'T@54=

聚类算法



法!简称
#TN"'S

算法'

5#8<"!

算法

输入"数据集
D

!预设的聚类数
#

'

输出"聚类结果
E

'

$

$

%

!

将数据集
D

用矩阵
!

%^&

表示!其中!每一列为一个数据样本!由
%

个特征描述!共
&

个数据样

本'

$

D

%

!

调用
"#TN

算法得到稀疏约束
#TN

后的基矩阵
%

'

$

)

%

!

将得到的
%

每一列
&

"

!

"_$

!

D

!/!

#

作为一个初始聚类中心'

$

&

%

!

迭代

若
F

"

(

$

"_$

!

D

!/!

#

!

(

_$

!

D

!/!

&

%是列
#

(

中的最大值!则将第
(

个数据样本归到聚类中心为
&

"

的

簇中!计算每个簇的簇内平均值!将其作为该簇的新的类中心!直到所有类中心不再改变!或达到最大迭

代次数!算法停止'

$

E

%

!

返回聚类结果
E

(

_ E

$

!

E

D

!/!

E

$ %

#

'

D

!

实验与结果分析

DC@

!

实验数据与实验环境

!!

本文从
X+!

数据集中选取
!3<=

!

a<4@

!

B18@

!

b@3L54

!

a

G

I:

!

[54>=58

!

"

G

5LI5=@

!

"1453

!

-45

和

T=

G

6<:@

等
$%

个经典的数据集进行测试!数据集分布如表
$

所示'

表
@

!

F(G

数据集

H%>A@

!

F(G4%+%'$+

#5L@ 9883<I28@= !4=854:@= +65==

!3<= & $R% )

a<4@ $) $*Q )

9<=8356<54 $R E(% D

B18@ $E &)R D

b@3L54 D& $%%% D

a

G

I: )) $(Q D

"

G

5LI5=@ R* &%E$ D

"1453 E% D%Q D

-45 $Q% D%%% )

T=

G

6<:@ D&% )$*R )

实验在
!48@6

联
<*'&*(%+?X

!

&bc

存储!

a<4>1Z=*

操作系统!

T5865ID%$)5T

J

.:6<

G

=@

环境下进

行'

DCB

!

实验结果分析

基于表
$

所示的
X+!

数据集!对
S'T@54=

算法与
#TN"'S

算法的聚类结果进行对比分析!分别用

分类准确率)

$(

*与时间(空间复杂度对聚类结果进行评价'这里!分类准确率指

+9

$

&

#

"

$

$

7

"

&

式中"

#

为聚类的个数!

7

"

为正确聚类时对应类别
E

"

中样本的个数!

&

为样本总数'显然!

+9

的值越大!

%DD$
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A
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!

#1CE

!
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表明聚类结果越好'

关于分类准确率'在表
$

所示的数据集上分别独立运行
S'T@54=

算法与
#TN"'S

算法各
$%

次!

并设定迭代次数不超过
$%%

次!然后取平均值进行比较'为避免算法陷入局部最优或无限迭代!基矩阵

的稀疏度设为
%C)

&同时!为避免耗费时间过长!迭代步长
#

B

设为
%C%%$

'实验结果如表
D

所示'

表
B

!

分类准确率

H%>AB

!

()%''-I-9%+-0&%99*,%9

?

#5L@ S'T@54= #TN"'S

!3<= %CQ() %CQEE

a<4@ %CRE* %CE&D

9<=8356<54 %CRR( %CE)%

B18@ %CQEE %CQ(%

b@3L54 %CE*R %C*DE

a

G

I: %CE%$ %CER$

"

G

5LI5= %CE)R %C*Q%

"1453 %CRRD %CR*D

-45 %C*RD %CE%)

T=

G

6<:@ %CE$$ %CE*)

从表
D

可以看出!对于小的(低维的数据集!

#TN"'S

算法的优势不足!但是!随着数据维数的增加!

相对于
S'T@54=

算法!

#TN"'S

算法整体上有一定的优势'时间复杂度方面!

#TN"'S

算法的时间复

杂度为
G 4381P

$ %$ %

#

$

1

为稀疏约束所用的时间%!

S'T@54=

算法的时间复杂度为
$ %

G &%#:

'原因是

#TN"'S

算法需要进行
#TN

降维和稀疏约束!所以相比于
S'T@54=

算法!

#TN"'S

算法的运行时间

略长'

空间复杂度方面!

#TN"'S

算法的空间复杂度为
G %C)D

$ %

#

(

$ %

&

!其中!

%C)

是稀疏约束带来的空

间效率!

#

为原数据
#TN

降维后的维数!同时也是
#TN"'S

算法聚类的个数&

S'T@54=

算法的空间复

杂度为
G %P

$ %

#

(

$ %

&

'显然
#TN

降维和稀疏约束发挥了作用!所以相比于
S'T@54=

算法!

#TN"'S

算法具有明显的空间效率'

E

!

结束语

网络时代!许多数据分析方法都需要借助矩阵的形式来表达和处理!

#TN

思想为研究者提供了高

维数据分析处理的新思路'本文针对
S'T@54=

聚类算法随数据维数增高聚类效果降低的问题!提出了

#TN"'S

算法'该算法采用稀疏约束非负矩阵分解对高维数据进行维数约简!并利用低维性能良好的

S'T@54=

聚类算法对降维后的数据进行聚类!获得了比较好的结果!为高维数据聚类分析提供了一种可

行且有效的解决方案!拓展了
S'T@54=

聚类算法的应用空间'
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