基于层次结构数据的多元线性回归问题研究
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摘  要: 多元线性回归分析是一种常用的统计分析工具。本文针对传统多元线性回归分析在处理大数据时，特别是具有层次结构的数据，提出了基于层次结构数据的偏回归系数计算模型。该模型通过计算下层中每个部分的偏回归系数及上下层之间的层次结构矩阵，来计算上层的总体偏回归系数。本文从理论研究和实际数据试验验证了在计算回归系数时新模型与传统多元线性回归模型具有等效性。同时，新模型能有效解决隐私数据的保护问题，实现计算的并行处理，提高了大数据处理能力。
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Abstract: Multiple linear regression is widely used in statistical analysis. Based on common tools of the multiple linear regression in big data research, especially in the research of hierarchical structure data, a partial regression coefficient model is proposed in this paper. The total partial regression coefficient is calculated by using each partial regression coefficient at the lower part and the hierarchical matrix between the lower part and upper part. This paper validates that the new model is equivalent to the common models of multiple linear regression from the theoretical research and the real data. The new method can effectively solve the problem of privacy data in privacy protection research. Meanwhile, the new model can realize the parallel computation, which improves the capability of big data processing.
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引  言
线性回归(Linear Regression，LR)分析或多元线性回归( Multiple Linear Regression，MLR)分析[1-3]主要用于研究变量间的相关关系及基于数据变量间客观规律的获取。作为一种常用的统计分析方法，多元线性回归在实际问题研究中得到了广泛应用[4-7]，同时理论也得到不断丰富和发展[3-8]。
近年来，随着计算机科学和网络技术的飞速发展，大批量数据不断涌现，大数据已经成为许多部门与行业一个重要的特点[9-11]。受实际需求影响，在大数据存储、计算过程中数据量庞大，一般多采用拓扑结构形式进行存储，其中较为常见的就是层次结构[12,13]。层次结构作为一种常用的数据结构，具有典型的树状特点，有利于存储数据的管理与检索。如银行、保险、医疗等行业的数据按行政区划就具有层次结构的特点，并且这些行业需要利用大数据处理技术进行不同地区间或者不同行业间的数据整合与分析。因此，基于层次结构的数据处理与计算技术研究就显得尤其重要和紧迫[13,14]。
随着大数据研究的不断深入，基于大数据的多元线性回归模型被广泛应用于数据处理中。王慧文等[15]提出了多元线性回归模型的增量算法，该算法可在已知全部数据信息的前提下，节约数据读取时间，减小了数据存储传输的压力。此外对于不同的回归分析模型，例如logistic回归也渐渐被引入大数据处理，并产生了相应的算法，Jiang等[16]人就提出了基于网络分布式数据的logistic回归分析算法，用于数据间的规律获取。这些基于大数据处理与计算方法的探索与研究有利于提高计算的效率，同时对于具有层次结构的数据进行处理与计算时，除考虑现有问题外，更需要解决各层之间的联系以及数据综合的问题，如各分层部分的多元线性回归系数与总的多元线性回归系数的数量计算关系。除此之外，在一些特殊行业中，例如金融服务、医疗卫生等领域还面临着数据安全和隐私保护的问题，并已经成为大数据研究的重要问题之一。冯登国等[17]从宏观方面提出了大数据安全与隐私保护的一些构想。罗永龙等[18]提出了一种基于安全协议的隐私保护方法，并应用多元线性回归分析方法进行研究。美国加州大学圣地亚哥分校的Jiang团队就分布式数据提出了隐私保护协议的支持向量机算法[19-20]。
在以上研究的基础上，本文提出了层次结构数据的多元线性回归分析方法的研究，其主要目的是通过下层数据的部分偏回归系数以及层次结构矩阵来求解上层模型的偏回归系数，以此来实现由部分偏回归系数来构建全体多元线性回归模型的目标。针对下层每个部分的偏回归系数，数据用户只需要提供原数据总和、平方和以及交叉项乘积和即可求解该部分的多元线性回归模型的偏回归系数。与直接利用原始数据求解偏回归系数的相比，通过原数据总和、平均值以及交叉项乘积和的输入进行偏回归系数的求解，既可以保证原始数据的私密性，又可以达到与原始数据直接输入相同的结果。同时模型可实现整个计算的并行处理，提高大数据处理能力。
1  基于层次结构数据的偏回归系数计算方法
1.1  带加密数据库的层次结构数据
在大数据分析处理中，为了方便数据的存储、读取、计算等操作，大部分数据都按照一定拓扑结构进行存储，如链式结构、网状结构、环形结构等，其中较为常用的一种数据管理结构为层次结构。
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图 1  层次结构拓扑图
Fig. 1  Hierarchy Topology
通过层次结构所组成的数据即为层次结构数据[21]，层次结构数据具体关系如图1。在层次结构数据中，所有数据点组成一个层次化的垂直树形网络，每一个上层数据集拥有下层分支的全部数据成员。在实际操作过程中，对一个共含有P层的层次结构数据集合，第P层的各数据集将全部数据传输到该节点对应的上层数据节点，即对应的第P-1层数据集，并由第P-1层进行汇总，然后对第P-1层的各数据集汇总，并传输到其对应的第P-2层数据节点上，每次往上一层汇总时，会对汇总层进行置空，以此类推，直到传输汇总到第一层数据节点。
通过层次结构化的垂直树形网络，数据被逐层传递汇总，在实际的计算分析中数据既可以在当前数据层进行处理，也可以在上层进行汇总处理。这样既可以保持统计规律不改变，又实现了并行处理，增加了数据的灵活性和可用性。基于此特点，层次结构数据在银行、金融、医疗卫生[22]等行业领域有着广泛的适用性。
同时在银行、金融、医疗卫生等行业领域中，数据集中往往包含着用户的隐私信息，因此多采用加密数据库进行存储、传输。在加密数据库中，每个数据库仅保留少量外部接口或对数据进行加密处理，两者加密方法都对基于全体数据的回归分析模型在构建上造成一定困难。为了对基于隐私数据的层次结构数据集进行回归分析，本文在传统回归分析的基础上，提出基于少量接口数据的回归数据计算方法，算法如下：
	Step1 开始；
Step2 参数初始化p、P，令p=P；
Step3 由第p层接口数据求解部分偏回归系数Bp、层次结构矩阵Qp。令p=p-1；
Step4 由部分偏回归系数Bp、层次结构矩阵Qp求解总体偏回归系数B；
Step5 判断p值，如果p>1转Step2，如果p=1转Step6；
Step6 结束。


在该算法中，参数p为计数器，计算当前所在的层数，参数P是层次结构数据的总层数。算法中Step2负责计算包含少量接口数据的下层部分偏回归系数，在充分保护数据隐私的前提下构建结构下层数据中小部分数据的多元线性回归模型。Step3负责利用下层部分偏回归系数以及数据传递时的层次结构矩阵计算上层总体偏回归系数。在Step2和Step3的计算过程中，所有偏回归系数以及层次结构矩阵的计算仅需要少量接口数据，因此本文算法能在构建层次结构数据的多元线性回归模型的同时，充分保障数据的私密性。Step2和Step3的具体计算方法如下。
1.2  层次数据的回归建模
考虑一组已知的层次结构数据，采用多元线性回归分析对其结构内数据进行建模计算，由层次结构的特点，本文考虑对其中任意上下两层数据子集进行分析。该数据子集中上层有一个部分，下层由K个部分组成，数据上下层之间满足层次结构，且下层之间数据相互独立。在此数据集的基础上本文考虑构建上层总体偏回归系数与下层部分偏回归系数之间的关系模型。
1.2.1  部分偏回归系数计算
在本小节中将具体阐述下层部分偏回归系数的求解方法。为达到保护隐私的目的，本文方法只需少量接口数据便可进行下层每个部分偏回归系数的求解，其中接口数据包括原数据总和、平均值以及交叉项乘积和。
在传统多元线性回归分析中，利用最小二乘求解方法[23]求解偏回归系数只需要计算式(1)：

                                 (1)


其中表示回归模型中自变量的维数。

对式(1)中回归系数方程组系数矩阵L与的计算方法通常如式(2)：

                         (2)



其中表示回归模型中自变量的维数；表示每一维自变量的样本数。


在上述(2)式算法中需要已知全体自变量X和应变量Y的原始数值才可以进行计算求解。但在一些特定场合中，原始数据是严格保密的，因此本文考虑通过原数据总和、平均值、交叉项乘积这类不涉及隐私信息、可用于传输的接口数据来构造部分偏回归系数方程组系数矩阵和常数向量。

本文考虑对(2)式中的进行展开计算，以此来设计新的方程组系数构造方法。展开后结果如下(3)式所示：

                             (3)

其次本文考虑对进行展开计算,可得到(4)式：

                                       (4)





其中各符号表示如下：第i维自变量数据的平均值为；第i维自变量数据的总和为；与第j维自变量数据的交叉乘积和为；应变量数据的平均值为；因变量与第i维自变量数据的交叉乘积和为。
这样即可得到下层部分偏回归系数的两部分系数，非常数项偏回归系数：


()                                         (5)
以及常数项偏回归系数：

                                           (6)





[bookmark: _GoBack]其中N为自变量维数；在(5)式中的矩阵A是由原数据总和、平均值、交叉项乘积所构造的系数逆矩阵，具体表达式为。的具体表达式为；在(6)式中为因变量的平均值，为第i维自变量的平均值。 

通过上述求解推导，本文旨在对于原有回归分析的求解方法做进一步展开合并计算，并通过原数据总和、平均值、交叉项乘积来构造(1)式方程组中的系数L，以此来求解部分偏回归系数。同时在方程组求解过程中又引入系数逆矩阵A来替代原有的L，进一步化简的偏回归系数求解方法。
1.2.2  总体偏回归系数计算
本节将构建上层总体偏回归系数与下层部分偏回归系数之间的关系模型。
考虑多元线性回归分析中最小二乘的矩阵求解方法：

                                          (7)




在本文模型对应的层次结构数据中，式(7)中的X、Y包含了K个数据部分，第k部分的数据为和(k=1,2,…，K)，由模型的线性可加性可知(7)式中的、可表示为如下式(8)：

                                        (8)

由最小二乘法的矩阵表示形式可知，式(8)中的可表示成如下式(9)：

                                      (9)

将式(8)与式(9)代入式(7)，可得第k部分结构数据的偏回归系数与总体偏回归系数B之间的关系，如式(10)：

                                                         (10)


将表示为层次结构矩阵，进行展开计算后可得到下式：

                    (11)




其中，式(11)为第k部分数据矩阵的扩展矩阵，即第一列数据全为1，第二列到最后一列为原始数据；第k部分数据的第i个分量的总和为，平方和为；与第j个分量的平方和为。


通过式(11)的计算方法，直接输入数据可得到，结合计算可以得到总体偏回归系数： 

                                       (12)

其中，式(12)中为下层第k部分数据的偏回归系数；B为上层全体数据的总体偏回归系数。
基于计算公式（12），可通过部分偏回归系数以及层次结构间的矩阵来计算任意p层与p-1层之间满足层次结构数据关系的偏回归系数。当层次结构数据由下往上按图1方式传输时，任意两层之间满足关系的数据就可构建上下层之间的偏回归系数模型，由此就可构建整个层次结构数据的偏回归系数关系模型。这种新的数据处理模式，对于具有层次结构的大数据处理具有重要意义。在不影响规律提取的前提下，一方面数据的分块处理能有效保护数据的隐私性；另一方面数据能分块处理可实现计算机的并行运算，提高大数据处理的能力。此外，通过理论推导可知本文的模型计算均为精确值。但在实际计算中，计算工具会导致截断误差的存在，不影响模型结果。
2  数据模型验证
[bookmark: _Hlk490851877]在经济学研究中，多元性回归分析是一种常用的方法。本文参考韩琴、刘欢在2017年提出的回归分析在我国财政收入中的应用[24]中提出的财政收入多元线性回归模型，建立起2015年我国财政收入Y与人口数X1、最终消费支出X2、农业总产值X3、工业总产值X4、建筑业增加值X5、灾害直接经济损失X6之间的多元线性回归方程，通过财政收入的多元线性回归方程来验证本文所提方法模型的准确性。
同时为使数据呈现层次结构，本文将全国31个省市地区按照孙红玲、刘长庚提出的中国经济区的横向划分方法[25]将全国31个省市地区划分为泛珠三角经济区、泛长三角经济区、大环渤海经济区，同时每个经济区分别包含12个、10个和9个省市地区，本文通过此经济区域划分来构建层次结构数据。具体结构如下图2所示：
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图 2  基于横向划分的全国经济区域层次结构图
Fig 2  The Horizontal Structure of National Economy Based on Horizontal Division
根据上图结构，参照回归模型中所需的自变量和因变量，从2016年统计年鉴[26]中可知下表数据：
表 1  2015年全国31个省市地区统计数据
Table 1  Statistics of 31 provinces and cities in the country in 201
	经济区
	地区
	财政收入(Y)/亿元
	人口数(X1)/亿人
	最终消费支出(X2)/亿元
	农业总产值(X3)/亿元
	工业资产总计(X4)/亿元
	建筑业增加值(X5)/亿元
	灾害直接经济损失(X6)/亿元

	泛珠三角经济区
	福建
	2544.24
	0.3839
	10328.9
	3717.9
	17240
	2270.8762
	189.1

	
	广东
	9366.78
	1.0849
	37211.3
	5520
	42113
	1962.7225
	315.3

	
	海南
	627.7
	0.0911
	2242.7
	1323.9
	380
	52.9872
	14.2

	
	江西
	2165.74
	0.4566
	8418.3
	2859.1
	9941
	841.221
	69.7

	
	湖北
	3005.53
	0.5852
	13799.7
	5728.6
	16413
	1960.3679
	82.2

	
	湖南
	2515.43
	0.6783
	14755.8
	5630.7
	13992
	1277.1357
	126.7

	
	广西
	1515.16
	0.4796
	8878.5
	4197.1
	5518
	535.1872
	48.5

	
	重庆
	2154.83
	0.3017
	7503.2
	1738.1
	6608
	1501.2469
	22

	
	四川
	3355.44
	0.8204
	15775
	6377.8
	13525
	1373.7916
	132

	
	贵州
	1503.38
	0.353
	5957.7
	2738.7
	4482
	274.8978
	72.6

	
	云南
	1808.15
	0.4742
	8855.3
	3383.1
	3876
	551.6539
	141.9

	
	西藏
	137.13
	0.324
	820
	149.5
	104
	23.7366
	107.2

	泛长三角经济区
	上海
	5519.5
	0.2415
	14854.5
	302.6
	8994
	834.1694
	3.5

	
	江苏
	8028.59
	0.7976
	35041.4
	7030.8
	48488
	5996.5223
	84.9

	
	浙江
	4809.94
	0.5539
	20936.3
	2933.4
	41167
	4713.1356
	228.2

	
	安徽
	2454.3
	0.6144
	10970.5
	4390.8
	19077
	1206.511
	118.9

	
	河南
	3016.05
	0.948
	18722.6
	7641.3
	22892
	1618.3629
	44

	
	陕西
	2059.95
	0.3793
	8200
	2813.5
	5413
	903.2737
	72.7

	
	甘肃
	743.86
	0.26
	4374.2
	1722.1
	2148
	328.0338
	61.6

	
	青海
	267.13
	0.588
	1486
	319.3
	575
	79.5363
	12

	
	宁夏
	373.45
	0.668
	1719.7
	483
	1245
	91.9356
	8.3

	
	新疆
	1330.85
	0.236
	5639.8
	2804.4
	2707
	532.6625
	155.8

	大环渤海湾经济区
	辽宁
	2127.39
	0.4382
	13019.5
	4686.7
	12304
	10653.841
	65.1

	
	吉林
	1229.35
	0.2753
	5593.2
	2880.6
	5682
	374.1626
	81.9

	
	黑龙江
	1165.88
	0.3812
	8986.7
	5044.9
	4162
	247.1102
	39.5

	
	北京
	4723.86
	0.2171
	14503.6
	368.2
	3548
	1237.4185
	1.3

	
	天津
	2667.11
	0.1547
	7155.7
	467.4
	5525
	663.3673
	0

	
	河北
	2649.18
	0.7425
	13197.8
	5978.9
	15295
	754.9635
	107.5

	
	山东
	5529.33
	0.9847
	26144.4
	9549.6
	41485
	2078.5208
	80.7

	
	山西
	1642.35
	0.3664
	7134.7
	1522.6
	3845
	461.3403
	103.3

	
	内蒙古
	1964.48
	0.2511
	7452.8
	2751.6
	4404
	252.4242
	113.5


通过表1数据，以及相应的层次结构，进行回归系数模型的验证。在验证过程中，将本文模型所求结果与MATLAB自带工具箱求解结果进行比较，以此作对比验证。
对于3个经济区的数据，采用少量接口数据求解每部分的偏回归系数，再通过文中基于接口数据求得的部分偏回归系数以及层次结构矩阵求解总体偏回归系数。
在求解部分偏回归系数时，本文假设表1数据集中的3个经济区的具体数值是未知，仅知道3个经济区数据总和、平方和以及交叉项乘积和，具体数值如下表2,3,4所示：
表 2  泛珠三角经济区接口数据表
Table 2  Interface data of the Pan-Pearl River Delta
	变量
	总和
	平均值
	交叉项乘积和

	
	
	
	X1
	X2
	X3
	X4
	X5
	X6

	X1
	6.0329
	0.50274
	3.79226577
	92499.93881
	26402.82886
	95165.9871
	7606.548557
	847.66753

	X2
	134546.4
	11212.2
	92499.93881
	2473989180
	630296877.5
	2635686307
	193818903.2
	21763392.67

	X3
	43364.5
	3613.71
	26402.82886
	630296877.5
	199023151.3
	644602021.9
	56413766.11
	5624475.21

	X4
	134192
	11182.7
	95165.9871
	2635686307
	644602021.9
	2927015012
	215060657.4
	23443377

	X5
	12625.8245
	1052.15
	7606.548557
	193818903.2
	56413766.11
	215060657.4
	20001661.85
	1771716.285

	X6
	1321.4
	110.117
	847.66753
	21763392.67
	5624475.21
	23443377
	1771716.285
	220200.82

	Y
	30699.51
	2558.29
	21211.99995
	580694826.2
	141327918.9
	626362607.1
	45191165.18
	5104318.292


表 3  泛长三角经济区接口数据表
Table 3  Interface data of the Pan-Yangtze River Delta
	变量
	总和
	平均值
	交叉项乘积和

	
	
	
	X1
	X2
	X3
	X4
	X5
	X6

	X1
	5.2867
	0.52867
	3.33661707
	75223.37136
	19934.45151
	101491.2488
	10532.16147
	402.68594

	X2
	121945
	12194.5
	75223.37136
	2481118697
	551237723.9
	3404500223
	376851449.2
	11709233.19

	X3
	30441.2
	3044.12
	19934.45151
	551237723.9
	154878452.8
	750383213.4
	78572092.66
	2881048.05

	X4
	152706
	15270.6
	101491.2488
	3404500223
	750383213.4
	5057798634
	559547867.7
	17782748.9

	X5
	16304.1431
	1630.41
	10532.16147
	376851449.2
	78572092.66
	559547867.7
	64164549.8
	1972805.204

	X6
	789.9
	78.99
	402.68594
	11709233.19
	2881048.05
	17782748.9
	1972805.204
	108935.09

	Y
	28603.62
	2860.36
	16463.286
	576108276.5
	117124549.9
	769777029.2
	86129103.45
	2632328.085


表 4  大环渤海经济区接口数据表
Table 4  Interface data of Circum-Bohai-Sea region
	变量
	总和
	平均值
	交叉项乘积和

	
	
	
	X1
	X2
	X3
	X4
	X5
	X6

	X1
	3.8112
	0.42347
	2.20242778
	54955.71059
	20013.73177
	64888.8795
	8076.683609
	292.04653

	X2
	103188.4
	11465.4
	54955.71059
	1507270247
	491099372.5
	1667084989
	235193362.9
	6791005.75

	X3
	33250.5
	3694.5
	20013.73177
	491099372.5
	192899782
	604503233.3
	78781391.69
	2623753.17

	X4
	96250
	10694.4
	64888.8795
	1667084989
	604503233.3
	2233231204
	242954921.1
	7324452.1

	X5
	16723.1484
	1858.13
	8076.683609
	235193362.9
	78781391.69
	242954921.1
	120843421.3
	1060780.267

	X6
	592.8
	65.8667
	292.04653
	6791005.75
	2623753.17
	7324452.1
	1060780.267
	54129.44

	Y
	23698.93
	2633.21
	11660.0331
	338531897.4
	98927562.15
	354378872.7
	45774043.91
	1414997.148



在表2,3,4中，总和与均值是可以通过表1数据简单计算得出来的。而交叉项乘积和是需要进行计算的。通过表2,3,4中的数据，利用部分偏回归系数的求解方法可以将3个经济区每部分的偏回归系数计算出来。进而利用层次结构矩阵构建的总体偏回归系数的求解方法去求解全国31个省市地区的总体偏回归系数，结果如下表5所示：
表5 部分偏回归系数、全体偏回归系数以及MATLAB工具箱计算结果
Table 5  Partial regression coefficients, total partial regression coefficients, and MATLAB toolbox calculations
	
	泛珠三角经济区偏回归系数
	泛长三角经济区偏回归系数
	大环渤海经济区偏回归系数
	全体偏回归系数
	[bookmark: OLE_LINK3][bookmark: OLE_LINK4]MATLAB工具箱结果

	b0
	394.3453291
	31.39239427
	540.3211111
	564.6224
	564.6224

	b1
	-403.5041347
	-340.3298565
	-847.0463644
	-985.2987342
	-985.2987342

	b2
	0.265595748
	0.422868039
	0.30494764
	0.319282237
	0.319282237

	b3
	-0.237221489
	-0.421952338
	-0.347088955
	-0.244025894
	-0.244025894

	b4
	0.024511385
	-0.01503201
	0.033679247
	-0.003819976
	-0.003819976

	b5
	0.118778312
	-0.544428536
	-0.077057037
	-0.096351953
	-0.096351953

	b6
	-1.388830225
	3.214241245
	0.31230455
	-0.904322944
	-0.904322944




表5中的bi表示每一维自变量的偏回归系数。本文模型求解的全体偏回归系数与MATLAB工具箱结果相比，两者结果之间的计算误差数量级为到之间，属于MATLAB工具本身导致的截断误差，不影响模型及方法本身，因此两者方法本身并无差距，由此可说明本文的总体偏回归系数模型有效可靠。
上述基于中国经济区的横向划分方法的31个省份财政收入的回归模型研究中，充分说明了本文提出的部分偏回归系数模型，以及基于层次结构矩阵的全体偏回归系数模型在实际应用中是可行、有效的。本文模型方法可在只提供原数据总和、平均值、交叉项乘积和等接口数据的前提下实现部分偏回归系数以及全体偏回归系数的求解，可适用于银行、医疗等领域在保护数据隐私前提下构建不同层次的回归分析模型。

3  总结
本文针对大数据环境下海量的数据集以及数据处理的隐私保护问题，提出了基于层次结构矩阵来构建下层部分偏回归系数与上层总体偏回归系数之间关系的模型。理论推理表明模型可以利用原数据总和、平均值、交叉项乘积和这些带隐私保护功能的接口数据来求解部分偏回归系数。同时利用带隐私保护的接口数据求解层次结构矩阵，使层次结构矩阵也带有隐私保护功能，再通过部分偏回归系数以及层次结构矩阵求解总体偏回归系数，实现了全局模型的数据隐私保护。
同时以经济统计试验数据为例，验证了新模型的准确性。本文模型是对多元线性回归模型及偏回归系数估计做出的有益的尝试，为大数据处理提供了更为快捷的方法，适用于不同行业的数据。同时，对于一些特殊行业的数据保密和隐私保护具有重要意义。
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