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基于特征间距的二次规划特征选取算法

刘全金1,2,3 赵志敏1,3 李颖新4,5

(1.南京航空航天大学理学院,南京,210016;2.安庆师范学院物理与电气工程学院,安庆,246011;

3.江苏省光谱成像与智能感知重点实验室,南京理工大学,南京,210094;4.北京市轻纺机械机器视觉工程技术研究

中心,北京,100176;5.北京经纬纺机新技术有限公司,北京,100176)

摘 要:提出一种基于特征间距的二次规划特征选取算法。首先,分别以特征在类内和类间的距离作

为二次规划目标函数的二次项和一次项参数,并通过对二次项和一次项的归一化来均衡特征在同类和

异类之间的关系;然后,将优化后的最优解向量作为衡量特征对分类贡献的权重向量,根据权重高低选

取分类特征。6个数据集中的特征选取实验结果表明了该方法的可行性和有效性。
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Abstract:Afeatureselectionalgorithmwithquadraticprogrammingbasedonfeaturemarginisproposed
inthispaper.Firstly,distanceoffeatureswithin-classsamplesistakenasthecoefficientsofthequadrat-
ictermsintheobjectivefunction,andthefeaturedistancebetweenheterogeneoussamplesisconsideredas
thecoefficientsofthelinearterms.Elementsofthequadratictermsandthelineartermsarenormalized
tobalancethefeaturerelationbetweeninnerclassandinter-class.Then,theoptimalsolutionvectoris
regardedasfeatureweightvectortoselectinformativefeaturesforclassification.Experimentsonsixdif-
ferentdatasetsshowtheeffectivenessandfeasibityoftheproposedmethod.
Keywords:featureselection;distancebetweenfeatures;classification;quadraticprogramming

引  言

特征选取是样本分类之前的预处理过程,对样本(特别是高维特征数据集样本)分类至关重要[1,2]。
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摘要：本文提出一种基于特征间距的二次规划特征选取算法。首先，将特征在类内样本间和异类样本间的距离分别作为二次规划算法目标函数的二次项和一次项参数，用以搜索类内紧密、内间分离的分类特征；同时，通过对二次项和一次项的归一化来均衡特征在同类样本和异类样本之间的关系；然后，将二次规划算法优化后的最优解向量作为衡量特征对分类贡献的权重向量，再根据特征权重高低选取分类特征。特征选取方法在6个数据集中的特征选取实验结果表明了该方法的可行性和有效性。
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Abstract: A feature selection algorithm using Quadratic Programming is proposed in this paper based on feature margins. First, the inner-class distance of features is taken as the coefficients of the quadratic terms in the objective function and the inter-class distance of features is used as the coefficients of the linear terms for searching informative features. The elements of the quadratic terms and the linear terms are normalized to balance the feature relation between inner class and inter-class. Then, the optimal solution vector is taken as the feature weight vector for selecting informative features. Experiments on 6 different datasets showed the effectiveness and feasibility of the proposed method.



特征选取被广泛应用于图像处理、文本分类以及生物信息学等领域,从样本特征中剔除与样本类别无关

的噪声和冗余特征,选出含有丰富类别信息的分类特征组合,以降低特征空间维数,提高分类性能[3,4]。
特征选取方法分为filter,wrapper和embedded三类:filter方法独立于分类模型,根据个体的类别

可分性指标进行特征选取;wrapper方法在特征空间搜索特征子集,并基于分类结果考察特征子集的分

类性能,选取最佳的特征子集作为分类特征集合;embedded方法将特征选取植入到分类学习等算法中,
与分类模型的目标函数相结合进行特征搜索[5-8]。filter方法运行效率高,但因可分性指标仅孤立地考

察特征个体对样本可分性的贡献,所以选取特征的组合分类能力相对较弱[9],特征可分性指标有fisher
score、互信息和ReliefF等[6,10]。wrapper方法的效率决定于特征搜索算法的复杂度,高维特征空间中搜

索特征子集属于NP难题,常用浮动搜索算法、分支边界法、遗传算法等贪婪搜索算法。embedded方法

基于分类学习等算法,通过目标函数提高特征集合的分类性能并降低特征集合维数[11]。从某种程度上

讲,wrapper方法和embedded方法是特征搜索和分类模型的相互融合。wrapper方法和embedded方法

常采用交叉验证方法测试特征集合分类性能,分类模型选用决策树、贝叶斯分类器、K近邻、BP神经网

络和支持向量机等[7-9,12]。
数学规划在特征选取中起着极其重要的作用[13]。二次规划算法被用于从高维特征数据集中选取

具有高识别率的特征集合。Rodriguez-Lujan提出二次规划特征选取方法(Quadraticprogrammingfea-
tureselection,QPFS),并用文献[8]方法简化高维数据特征选取时的计算复杂度。QPFS二次规划目标

函数中,二次项基于特征间的互信息考察特征对样本类别的贡献,一次项基于特征与样本类别的相关性

考察特征对样本类别的贡献。在文献[14]中,Rodriguez-Luja又提出基于核空间的二次规划特征选取方

法(KQPFS)。
本文提出基于特征间的距离运用二次规划算法进行特征选取(DQPFS)。首先,将特征在类内和类

间的加权距离作为二次规划算法目标函数中的二次项和一次项参数,并通过对二次项和一次项的归一

化来均衡特征在同类和异类之间的关系;然后,把优化后的最优解向量作为衡量特征对分类贡献的权重

向量,根据特征权重选取有利于分类的特征集合。
本文将DQPFS方法、SVM-RFE方法[11]和KQPFS方法[14]在6个数据集上进行了特征选取实验。

DQPFS方法选取特征集合的分类能力优于其他2种方法选取的特征集合的分类能力,表明DQPFS方

法在6个数据集中的特征选取性能优于其他2种方法,说明该方法在特征选取中的有效性,可应用于生

物信息学和文本分类等机器学习领域的特征选取中。

1 基于二次规划算法的特征选取方法

二次规划的目标函数是二次实函数,其约束为线性约束。对于二次规划问题

minf(x)=12x
THx+CTx

s.j.Ax=b (1)
式中:H 是对称矩阵,A为约束矩阵。通过求解二次归划,搜索最优解x使目标函数f(x)在可行域内达

到极小。求解二次规划的典型算法有Lagrange方法、Activeset方法、Lemke方法和路径跟踪法等[15]。

1.1 KQPFS特征选取方法

对于数据集D∈RM×N(M 是特征数,N 是样本数),Rodriguez-Lujan提出 QPFS特征选取方法[8]。
定义基于二次规划的目标函数和约束条件为

min12x
TQx-FTx

s.j. xi≥0,i=1..M
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∑
M

i=1
xi=1 (2)

式中:Q∈RM×M是对称正定矩阵,Q(i,j)表示数据集D 中第i个特征与第j个特征间的相似程度;F 是

M 维向量,表示数据集D 的特征与样本类别的相关性;M 维向量x 满足约束条件。

KQPFS 方 法 用 高 斯 核 函 数 Φ (d)修 改 QPFS 方 法 目 标 函 数 中 二 次 项 Q =

∑
d∈D

Φ(d)-m[ ]Φ × Φ(d)-m[ ]Φ{ }T 和一次项F=∑
d∈D

(yd-my)(Φ(d)-mΦ),其中d是数据集D 中的

一个样本,yd 为样本d 的类别标签,mΦ =1N∑d∈D
Φ(d),my =1N∑d∈D

yd。

KQPFS算法通过最小化目标函数获取特征的权重向量x,其目标是寻找特征间相似程度低、特征

与样本类别相关性强的特征。权重向量x的元素值表示每个特征的权重,权重值高低反映了它与其他

特征间的相似程度以及它与样本类别的相关性,权重值越高的特征对样本分类越重要[8,14]。

1.2 基于特征间距的二次规划特征选取方法

具有丰富样本类别信息的特征在同类样本中分布紧密、异类样本中分布松散[16-19]。本文将特征在

同类样本间距离和异类样本间距离分别作为二次规划算法目标函数的二次项和一次项参数,通过二次

规划算法寻找类内紧密、类间分散的具有丰富类别信息的特征。
定义二次规划问题

minf(x)=12x
THx-CTx

s.j. xi≥0,i=1..M

∑
M

i=1
xi=1 (3)

式中H 矩阵的元素为特征在同类样本间的加权距离,为:

H(i,j)= 1
card(D)∑

P

k=1
card(Dk)·Distk(i,j( )) (4)

式中Distk(i,j)表示在第k类样本中第i个特征与第j个特征间的距离

Distk(i,j)= μk(i)-μk(j)
σk(i)+σk(j)

(5)

  在式(5)中,μk(i)表示第i个特征在第k类内样本中的均值,σk(i)表示第i个特征在第k 类内样本

中的标准差;定义两个特征在第k类的均值差 μk(i)-μk(j)为两个特征的类内间距;用σk(i)+σk(j)
对特征间距进行标准化,标准化后的特征的均值差异体现了两个特征在类内的距离,card(D)表示数据

集中样本总数,card(Dk)表示数据集D 中第k∈(1..P)类样本的数量,则card
(Dk)

card(D)
表示第k类样本在数

据集中所占比例,用该比例对特征间距Distk(i,j)加权,通过距离加权降低因样本类别分布不均匀对分

析特征间距的影响。
式(3)中C向量的元素为特征在异类样本间的加权距离

C(i)= 1
card(D)∑

P

k=1
card(Dk)Distk(i( )) (6)

式中:Distk(i)= μk(i)-μk-(i)
σk(i)+σ-(i)

表示第i个特征在第k 类样本与其他类别样本间的距离。其中,μk-

(i)表示第i个特征在第k类以外样本中的均值,σk-(i)表示第i个特征在第k类以外样本中的标准差。
由式(3)知,二次规划算法优化后的最优解向量与特征向量一一对应,最优解向量元素值的高低反

映了对应特征在类内与其他特征间的亲疏关系以及特征在异类样本间的距离关系。本文将最优解向量
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视为衡量特征对样本分类贡献大小的特征权重向量。
为使优化后的最优解能均衡体现特征在类内和类间关系,本文对二次项和一次项作归一化处理;同

时,为满足二次规划对二次项H 矩阵的正定性要求,还对H 矩阵的对角线元素最大化等处理。具体算

法如下:
(1)将H 矩阵和C 向量的元素减去各自的最小值,使其元素为非负数;
(2)对H 矩阵和C 向量元素做归一化处理:

H(i,j)=H(i,j)/∑
M-1

m=1
∑

M

n=m+1
H(m,n( )( )) ,

C(i)=C(i)/∑
M

m=1
C(m( )) ;

  (3)最大化H 矩阵的对角线元素:H=H+γ·E。∑
M-1

m=1
∑

M

n=m+1
H(m,n( )( )) 为H 矩阵上三角元素的和;

E为与H 矩阵同阶的单位矩阵,γ为大于等于1的标量。
归一化处理二次项和一次项参数,使优化后的特征权重能均衡体现特征在同类和异类样本中的作

用,有利选取出类内紧密、类间分散的具有丰富类别信息的分类特征。
对于样本数大于特征数的数据集,H 矩阵的奇异程度相对较低,二次规划的计算复杂度也较低;而

对于特征数大于样本数的数据集,H 矩阵是奇异的,二次规划的计算复杂度较高。本文借鉴文献[20]中
特征空间向样本空间转换的线性变换方法,建立特征权重向量x与数据集D 样本di,i∈(1..N)之间的

线性关系

x=∑
N

i=1
βidi=D·β (7)

  式中β= β1,β2,…,β[ ]N
T 为向量x在各样本上的权重系数。

该线性变换相当于样本在原特征空间的张集[20]。将这种变换用于式(3)的二次规划中,分析高维

数据集的特征重要性,二次规划的目标函数和约束条件为

minf(x)=12β
T· DT·H·[ ]D ·β- CT·[ ]D ·β

s.j. βi≥0,i=1..N

∑
N

i=1
βi=1 (8)

  变换后的 DT·H·[ ]D 是半正定矩阵,DT·H·[ ]D 的奇异程度大大降低,二次规划算法的计算复

杂度也大大降低。
优化后的最优解向量β经式(7)变换得到特征权重向量x。因为式(7)是线性变换,所以特征权重向

量x仍能反映特征在类内紧密度和类间的分散度,权重高的特征承载的样本类别信息比权重低的特征

丰富。

2 特征选取实验

2.1 实验数据集

  本文用DQPFS方法选取6个数据集的分类特征。其中有2个数据集是来自于加州大学欧文分校

机器学习数据库中的Ionosphere和Promoters数据集[21];另外4个数据集为基因表达谱数据集 Acute
Leukemia[22],Multiplemyeloma[23],Colon[24]和DLBCL[25]。数据集的基本信息如表1所示。
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表1 实验数据集结构信息

Table1

数据集 特征数 样本数(+/-)训练集/校验集

Ionosphere 34 351(126/225) 211/140
Promoters 57 106(53/53) 64/42

AcuteLeukemia 7129 72(47/25) 44/28
Multiplemyeloma 7129 105(74/31) 63/42

Colon 2000 62(40/22) 38/24
DLBCL 7129 77(58/19) 47/30

2.2 递归特征选取过程

本文还将KQPFS方法和SVM-RFE方法在这6个数据集中进行了的特征选取实验。SVM-RFE
方法基于支持向量机分类模型在递归特征剔除(Recursivefeatureeliminate,RFE)过程中分析特征对分

类的重要性,选取分类特征集合[11]。KQPFS方法在核空间中获取使 QPFS算法中二次规划目标函数

最大化的特征权重向量[14]。
在6个数据集中分别重复进行40次特征选取实验,通过实验结果比较3种特征选取方法的性能。

每次实验都将数据集样本按3:2随机分配至训练集和校验集,然后,在递归特征选取过程[11]中,特征选

取方法基于训练集样本分析特征所含的类别信息,依次选取对分类影响最多的若干个特征组成分类特

征集合;最后,基于这些特征集合用训练集训练分类模型识别校验集样本类别。分类能力最强的低维特

征集合为最佳特征集合[11,17]。

3种方法在相同的训练集中分析特征重要性、生成嵌套的分类特征集合;用相同的校验集检验所选

特征集合的分类性能。3种方法40次特征选取实验得到的分类统计结果反映其在对应数据集中的特

征选取性能。

2.3 特征选取实验参数设置

特征选取实验是在装配Intelcorei5-3470CPU和4.00GB内存的PC机上,用 MATLAB软件(ver-
sion8.0.0.783)完成的;二次规划函数选用是 MATLAB的“optim”工具箱里的quadprog函数。

对于2个特征个数低于样本个数的Ionosphere和Promoters数据集,DQPFS方法以式(3)作为二次

规划算法的目标函数优化特征权重向量;对于特征个数高于样本数的4个基因表达谱数据集,DQPFS
方法先用式(8)作为二次规划算法的目标函数,然后再用式(7)将优化后的最优解向量线性变换为特征

权重向量。
经在6个数据集上实验验证,目标函数的二次项H 矩阵的对角线元素最大化参数γ取1~9之间的

整数值时,均能得到较好的特征选取结果。本文所列实验结果为γ取5时得到。

3种方法在递归特征选取过程中特征选取率均为50%,即从前一轮特征集合中选取权重最高的

50%特征组成新的特征集合。选用SVM和K近邻[19]两个分类器作为检验特征集合分类性能的分类模

型。
考虑到数据集不同类别样本数量不均匀,为了较客观地分析3种特征选取方法性能,本文同时以被

选分类特征集合的分类准确率和AUC(theareaunderROCcurve)值 [26]作为衡量特征集合分类能力的

标准。分类准确率和AUC值高低反映了特征集合的分类能力,进而体现特征选取方法的性能。

2.4 实验结果比较

3种方法在6个数据集上选取的特征集合分类结果如图1~6所示。 纵轴代表40次特征选取实验
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图1 特征集合在Ionosphere数据上的分类结果

Fig.1

图2 特征集合在Promosters数据上的分类结果

Fig.2
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得到的嵌套特征集合对校验集样本分类正确率或AUC值的统计平均值,横轴表示特征集合维数,即特

征集合中的特征数。
由图1~3可知,在Ionoshpere,Promosters和AcuteLeukemia数据集上,DQPFS选取的特征集合

分类性能优于KQPFS和SVM-RFE方法选取的特征集合分类性能。
如图4所示,在 Multiplemyeloma数据集上,3种方法选取的特征集合都有较好分类能力,其中

DQPFS方法选取出的低维特征集合仍能准确识别所有校验集样本类别。
由图5可知,在Colon数据集上,DQPFS方法选取的低维特征集合的分类结果要优于其他两种方

法选取的特征集合分类结果。

图3 特征集合在AcuteLeukemia数据上的分类结果

Fig.3

  如图6所示,在DLBCL数据集上,DQPFS方法选取的高维特征集合的KNN分类结果比其他

两种方法选取的特征集合分类结果差,但DQPFS方法选取的低维特征集合的分类能力强于其他低维

特征集合分类能力。

4个基因表达谱数据集的特征比较多,其中有不少“噪声特征”,这些“噪声特征”势必会影响特征选

取效果。本文将3种特征选取方法置于相同的数据环境中进行特征选取。实验结果表明,本文提出的

DQPFS方法有较好的抗“噪声”能力,在相同的环境中能选取出分类能力较强的分类特征集合。特征选

取方法耗时长短与算法复杂度、特征选取范围及样本数有关。表2列出了3种特征选取方法在6个数

据集中选取特征集合耗用的平均时间。
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图4 特征集合在 Multiplemyeloma数据上的分类结果

Fig.4

表2 特征集合选取时间对照表 s

数据集 SVM-RFE KQPFS DQPFS

Ionosphere 4.298 0.062 0.109
Promosters 0.747 0.012 0.262

AcuteLeukemia 1.359 0.086 326.3
Multiplemyeloma 2.687 0.116 374.1

Colon 0.861 0.028 61.3
DLBCL 1.560 0.081 350.5

DQPFS方法所耗时间主要用于计算特征间的距离,耗时随着特征选取范围的增加而增加。

KQPFS方法在6个数据集中选取特征耗时最短。低维特征数据集的特征选取实验中,DQPFS方

8 数据采集与处理JournalofDataAcquisitionandProcessingVol.30,No.1,2015

Administrator
插入号
Classification result of feature subsets on Multiple myeloma validation dataset

Administrator
附注
Classification result of KNN

Administrator
附注
Classification result of KNN

Administrator
附注
Classification result of SVM

Administrator
附注
Classification result of SVM

Administrator
附注
Table 2 Average time of selecting feature subsets by each method on 5 datasets



图5 特征集合在Colon数据上的分类结果

Fig.5

法用时少于SVM-RFE方法。高维特征数据集的特征选取中,DQPFS方法耗时多于其他两种方

法,但其特征选取性能最好。

3 结束语

DQPFS方法定义了特征间的加权距离,并基于特征间距分析特征所含样本类别信息。将特征

的类内距离和类间距离分别作为二次规划算法目标函数的二次项和一次项参数,并通过对二次项

和一次项的归一化均衡特征在类内和类间的关系,二次规划算法优化后的最优解被视为衡量特征

所含样本类别信息的特征权重。特征选取实验结果表明,DQPFS方法在6个数据集中选取的特征

集合对校验样本的识别能力最强,说明该方法所选特征较好地体现了同类样本间的共性和异类样

本间的差异性。其在高维和低维数据集中良好的特征选取性能反映了该方法的鲁棒性和有效性。
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图6 特征集合在DLBCL数据上的分类结果

Fig.6
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