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摘要:提出了一种新的随机信号的非正交分解方法,这种方法通过对观测数据的二阶统计量所构成的矩阵进行

变换,找到信号的特征空间,然后根据影响信号的实际因素,对信号进行非正交分解,得到更加符合实际,便于处

理的分解结果。通过这样的分解,用一族非正交基函数表示一个随机信号,不仅可以知道该信号在各个基函数

上所含成份的多少及其与已知信号的相似程度,还能够抓住决定信号表现的主要成份,去除噪声及次要成份。

本文同时对这种非正交分解的收敛性作了分析。
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Abstract:Anewnon-orthogonaldecompositionmethodofrandomsignalisproposed.Thisap-
proachfindthefeaturespaceofthesignalbytransformthesecond-orderstatisticsoftheobser-
vationdataatfirst.Andthendothenon-orthogonaldecompositionofthesignalaccordingto
thepracticalfactorsaffectingthesignaltoobtainthedecompositionresults.Itismorerealistic
andeasytodealwith.Throughthisdecomposition,arandomsignalcanberepresentedbya
familyofnon-orthogonalbasisfunction.Notonlytheproportionoftheingredientscontained
bythesignalcanbeknown,butalsothemaincomponentdecidingthesignaltrendcanbe
grasped,noiseandminorcomponentcanberemoved.Theconvergenceofthenon-orthogonal
decompositionisanalyzed.
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引  言

对随机信号的处理是当今信号处理领域的热

点问题,其中随机信号的分解与重构常常被应用于

传感信号检测、多媒体信号处理、信号的盲源分离、
地质勘探、雷达信号处理、通信系统接收端的信号

检测等。

1933年,Hotelling[1]提出了一种可以去掉一

个随机向量中各元素间相关性的线性变换,Kar-
hunen和Loeve基于此方法提出了一种针对连续

信号的类似的变换,称为 K-L变换。其展开形式

为人们提供了用互不相关的随机变量与确定性的

正交函数组合来描述随机过程的途径。经验模态

分解(Empiricalmodedecomposition,EMD)法是

美籍华人 N.E.Huang等人[2]于1998年提出的,
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适合于分析非线性、非平稳信号序列,具有很高的

信噪比[3]。2004年,Wen&Gu[4]在 HHT方法的

基础上,提出了一种描述和模拟非平稳随机过程的

新方法,同时将这一方法推广到矢量随机过程模拟

中。1993年 Mallat和Zhang首次提出了应用过

完备函数系统对信号进行稀疏分解的思想,利用

平方可积空间中基本函数的平移、调制和尺度变换

构造了具有时频特性的过完备时频词典,得到了匹

配追踪算法(Matchingpursuit,MP)[5]。2009年,

MohimaniH,Babaie-ZadehM 等人在文献[6]中
提出一种在过完备字典上的稀疏分解的快速算法,
这种算法是求线性不确定系统的稀疏解的常用方

法。
以上所述的随机信号分解方法都需要按照某

种准则来进行。例如:正交分解是按照非相关性准

则[7],经验模式分解按照信号内在的振动模式来描

述非平稳随机信号[8],稀疏分解按照稀疏性准则[9]

等等。但是在有些实际问题中的随机信号的各个

要素之间不是正交的,它们之间存在着某种或多或

少的相关性,这些要素中有某些要素在随机信号的

表现中起着主导作用。本文提出一种随机信号的

非正交分解方法,目标是将信号中具有相关性的主

导要素提取出来,并对原信号进行拟合。

1 随机信号非正交分解的定义

设X(t)是定义于时间区间[0,T]上的一个随

机信号,函数序列 φn(t{ }) ∞
n=-∞是L2[0,T]中的一

个非正交系,若存在随机变量序列{Vn},使得下列

等式在均方意义下成立

X(t)=
ms

∑
∞

n= -∞
Vnφn(t) (1)

则称式(1)是随机信号 X(t)的一个非正交分解。
若令

XN(t)=∑
N

n= -N
Vnφn(t)

则式(1)等价于

lim
N→∞

E X(t)-XN(t){ }2 =0。

  非正交分解不仅可以使得用一个随机变量序

列Vn 的性质完全刻画时间上不可数的连续时间

随机信号X(t)。通过这样的分解,用这样一族非

正交函数表示一个随机信号,不仅可以知道该信号

在各个基函数上所含成份的多少及其与已知信号

的相似程度,而且在各个基函数上对应的系数之间

的相关性也包含其中。

2 随机信号的非正交分解方法

给定 有 限 时 间 区 间 的 随 机 信 号 X={X
(t)}t∈[0,T],其均值EX(t)=0(如果均值不为零,则可

以考虑信号Y(t)=X(t)-EX(t)),其相关函数为

R(s,t)=E[X(s)X(t)]
则R(s,t)=R(t,s),又连续函数gi(t),i=1,2,…,

N 为一完备的函数空间A∈L2(0,T)的基,则 X
在此 空 间 上 按 最 小 二 乘 规 则 的 投 影 췍X(t)=

∑
N

i=1
βigi(t),满足如下关系

∫
T

0
|X(t)-췍X(t)|2dt=

argmin
α1,…,αN∫

T

0
|X(t)-∑

N

i=1
βigi(t)|2dt (2)

由于X 是随机信号,所以投影系数βi 为随机变量,
记췍β=(β1,…,βN)T 则

β=Q-1b (3)
其中

Q=∫
T

0
gi(t)gj(t)d( )t

N×N
,

b=∫
T

0
X(t)g1(t)dt,…,∫

T

0
X(t)gN(t)d( )t

T

由于gi(t),i=1,2,…,N 为线性无关组,从而Q为

正定矩阵,并且Q 体现了基函数间的关系。特殊

地,如果Q为单位矩阵I,则相应的基即为单位正

交基,而Q 如果不是单位矩阵,则gi(t),i=1,2,
…,N 为非正交基。为了方便,仍然可以要求这组

基为归一化基,也就是Q 的主对角线元素全为1。

否则,可以考虑gi(t)
gi
,其中gi= ∫T

0|gi(t)|2d( )t
1
2。

在实际分解中,基函数是根据分解的目的进行选择

的,从而Q 是由分解目的确定的,为了分析信号的

某些特征(基函数),就要考虑信号在这些特征下的

分解问题。Q的确定一般可以通过两种方法:
(1)在有些具体问题中可以通过公式计算出各

分量之间的相关矩阵,如本文中实例部分所分析的

问题。
(2)当没有公式可以用于计算Q 时,分析目标

问题之前,先进行实验,测量在每一个要素单独作

用时的信号数据,然后分析计算这些数据之间的互

相关性,从而得到矩阵Q,例如在心电信号诊断时

可以采用这种方法。

3 随机信号非正交分解的收敛性

对均值为零的随机信号X(t),t∈[0,T],其相
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关函数R(s,t)为连续的,则췍XN(t)=∑
N

i=1
βN,igi(t)在

均方意义下收敛于X(t)。

证明:设췍XN(t)=∑
N

i=
βigi(t),为方便βN,i中的N

略去,则

E|X(t)-췍XN(t)|2=
EX(t)X(t)-2EX(t)췍XN(t)+E췍XN(t)췍XN(t)

EX(t)췍XN(t)=E췍XN(t)췍XN(t)
所以

E|X(t)-췍XN(t)|2=R(t,t)-E췍XN(t)췍XN(t)=
R(t,t)-gN(t)TPgN(t)=

R(t,t)-gN(t)TU-1
NΛNU-1

NgN(t)=

R(t,t)-∑
N

i=1
λiφ2

i(t)

由Bessel定理

lim
N→∞

E|X(t)-췍XN(t)|2=

R(t,t)-lim
N→∞∑

N

i=1
λiφ2

i(t)=

  R(t,t)-R(t,t)=0。

4 随机信号非正交分解的非正交基
的求解

对随机信号的非正交分解而言,最难的就是寻

找非正交基函数及其系数协方差矩阵,下面通过对

符合Brownian运动的随机信号的分解这个具体

情形来描述其求解方法与过程。

R(s,t)=min(s,t)
步骤1 求算子Γ的本征值λ与本征函数φ(t),即
解特征方程

Γ[φ(·)]=λφ(·) (4)
并选取本征值λ为序参量。需要解下列积分方程

∫
T

0
R(s,t)φ(t)dt=λφ(s)

对Brownian运动,式(4)即表示为

∫
s

0
tφ(t)dt+s∫

T

s
φ(t)dt=λφ(s)

则上述积分方程等价于下列边值条件的本征值问

题

λ̈φ(t)=-φ(t)

φ(0)=0̇φ(T)={ 0
  步骤2,求基函数G(t)=(g1(t),g2(t),…,gN

(t))T,首先将正定矩阵Q 分解为正定矩阵U 的平

方,即Q=U2。在步骤1所求的本征函数中任意选

取N 个本征函数,不防设φ(t)=(φ1(t),φ2(t),…,

φN(t))T,则
Φ[φ(·)]s=Λφ(s), (5)

式中:Λ 为相应的对角阵Λ=diag(λ1,λ2,…,λN),
式(5)的两边左乘U 并做如下变型

Φ[Uφ(·)]s=UUU-1ΛU-1Uφ(s),
取G(t)=Uφ(t),P=U-1ΛU-1,即满足方程Φ[G
(·)]=QPG(·)。

步骤3,找到基函数G(t)=(g1(t),g2(t),…,

gN(t))T,按照式(3)即可求得分解系数β1,…,βN。

5 仿真与分析

对随机信号在[0,T]的n等分点进行独立观

察m 次,可得到一组样本容量为m 的样本观测值

x(k,ti),k=1,…,m,i=0,…,n。选取时间区间

[0,1]上,当n=20,样本容量m=10000时的标准

Brownian运动,信号分解后拟合的结果如图1(a),
相应的非正交基为g1,g2,…,g5 如图1(b)。

图1 分解后拟合效果

实验结果表明,可以将符合布朗运动的随机信

号进行分解,得到信号的起主导作用的5个非正交

基函数:base1~base5,分解后拟合的图形,虽然与
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原图形有一定的误差,但是能够明显地表现出原随

机信号的变化趋势,达到了分解的要求。如果要使

得误差减小,可以通过增加基函数的个数来实现。

6 实  例

对于 MIMO-OFDM 系统在接收端可以使用

上述方法进行信道估计。由于在 MIMO-OFDM
系统中,发射天线阵列和接收天线阵列的各单元之

间[10],多径之间都存在着相关性,因此信道之间也

具有相关性。其相关矩阵采用Kronecker积[11]来

计算

Rsp =RRX ⊗RTX ⊗Rp

式中:RTX
表示发送端天线的相关矩阵,而RRX

表示

接收端天线的相关矩阵,Rp 表示路径相关矩阵。
接收端的数据模型采用

Y(t)=∑
N

i=1
Xihi(t)+w(t)

式中:Y(t)是接收端接收到的随机信号,Xi 是发送

端在每个子信道上发送的信号,从接收端来看是未

知的随机变量序列,w(t)是与源信号具有统计独立

性的加性高斯白噪声。H(t)={h1(t),h2(t),…,

hN(t)}是信道的冲激响应,信道估计的任务就是根

据Y(t),以及hi(t)之间的相关函数矩阵Rsp,估计

出信道特性H(t)={h1(t),h2(t),…,hN(t)},问题

等效为将随机信号Y(t)在 H(t)上进行非正交分

解。
假设源信号是独立同分布的实随机变量,其均

值为0、方差为1,每径的噪声是独立的加性零均值

高斯白噪声,仿真中使用的采样数据序列长度N=
2000,考虑收发天线组数为2,4,6时的 MIMO-
OFDM系统,SNR是 Nt 个发送天线的符号总能

量与噪声能量的比值,对每个固定的信噪比,检测

长为2000个码元的序列,结果取10次独立仿真

的平均值。空间相关矩阵根据发送端余接收端的

特定物理设置,发送端的天线阵列之间的距离为

3λ,接收端的天线阵列之间的距离为0.5λ,λ为波

长。接收端接收到的信号分解结果及误码率比较

如图2。
从图中可以看出,随着信噪比的提高基于非正

交分解的信道估计算法比基于EM 的信道估计算

法的误码率更加接近于实际信道的误码率。

7 结束语

本文提出一种非正交分解的方法对随机信号

进行处理,将其中具有相关性的主要要素分析出

图2 MIMO-OFDM系统相关信道估计及误码率比较

来,基于主要要素对随机信号进行表示,其分解结

果更加符合信号的实际构成,更加有利于后续对信

号的检测,辨识等处理。实验结果表明这种方法可

以抓住信号的主要特征,判断信号中的主要成分,
无论这些主要成分之间是否具有相关性,都可以完

成信号的非正交分解和表示。在源信号具有相关

性的盲源分离,在生物医学信号的诊断方面,在具

有相关性信道的通信系统中的信号检测等方面,这
种信号处理的方法具有重要的意义。
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