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摘要：研究了对称延拓在纯二维双正交偶对称小波变换中的应用，由纯二维小波滤波器组和对称延拓的性质推

导出了小波分解后 ４个子带的公式。这些公式归纳了多级分解时，任意起点和任意长度的原始数据进行分解后，

４个子带的周期和对称关系。最后给出了纯二维 ５燉３小波变换的一个实例来具体说明其应用方法。

关键词：纯二维小波；对称延拓；小波分解

中图分类号：ＴＮ９１１７２ 文献标识码：Ａ

基金项目：国家自然科学基金（６０６０２０３６）资助项目。

收稿日期：２０１１１２２９；修订日期：２０１２０６０４

┇┊┌┄┐﹥│┃┈┄┃━﹦┋┃┎││┉┇﹣┄┇┉┄┄┃━

〇┋━┉┇┃┈┄┇│﹣┈┄┃┎││┉┇﹦┍┉┃┈┄┃

牀牏牉牁牣牨牏牕，牁牃牕牋牀牣牉牓牏牕牋，爾牃牕牋爥牏牕牋

（ＳｃｈｏｏｌｏｆＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃｓａｎｄＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＴｉａｎｊｉｎＰｏｌｙｔｅｃｈｎｉｃＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｔｉａｎｊｉｎ，３００３８７，Ｃｈｉｎａ）

﹢┈┉┇┉：Ｔｈｅｓｙｍｍｅｔｒｉｃｅｘｔｅｎｓｉｏｎｉｓｓｔｕｄｉｅｄｗｈｅｎａｐｐｌｙｉｎｇｉｎｔｒｕｅｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ（２Ｄ）

ｅｖｅｎｓｙｍｍｅｔｒｉｃｂｉｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｗａｖｅｌｅｔｔｒａｎｓｆｏｒｍ．Ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｔｈｅｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｔｒｕｅ２Ｄ

ｗａｖｅｌｅｔｆｉｌｔｅｒｂａｎｋｓａｎｄｓｙｍｍｅｔｒｉｃｅｘｔｅｎｓｉｏｎ，ｔｈｅｆｏｒｍｕｌａｓｏｆｆｏｕｒｓｕｂｂａｎｄａｆｔｅｒｗａｖｅｌｅｔｄｅ

ｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎａｒｅｄｅｄｕｃｅｄ．Ｔｈｅｓｅｆｏｒｍｕｌａｓｓｕｍｍａｒｉｚｅｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｄａｔａｏｆａｎｙｓｔａｒｔｐｏｉｎｔａｎｄ

ａｎｙｌｅｎｇｔｈａｔｍｕｌｔｉｌｅｖｅｌｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ，ａｎｄｏｂｔａｉｎｔｈｅｃｙｃｌｅａｎｄｓｙｍｍｅｔｒｉｃｒｅｌａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｏｕｒ

ｓｕｂｂａｎｄｓ．Ｆｉｎａｌｌｙ，ａｔｒｕｅ２Ｄ５燉３ｗａｖｅｌｅｔｔｒａｎｓｆｏｒｍｉｓｔａｋｅｎａｓａｎｅｘａｍｐｌｅｔｏｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｔｈｅ

ｐｒａｃｔｉｃａｌａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆｓｐｅｃｉｆｉｃｍｅｔｈｏｄｓ．

┎┌┄┇┈：ｔｒｕｅ２Ｄｗａｖｅｌｅｔ；ｓｙｍｍｅｔｒｉｃｅｘｔｅｎｓｉｏｎ；ｗａｖｅｌｅｔｔｒａｎｓｆｏｒｍ

引 言

在实际的小波分解和重构算法中必须采用一

定的边界处理方法，比较常见的方法有补零延拓、

等值延拓、周期延拓和对称延拓。文献［１］中将对称

延拓分为边界点对称延拓和边界对称延拓，为了描

述方便，本文延用这一说法。其中，边界点对称延拓

具有数据量保持和高频子带系数值小的优点，常应

用于双正交偶对称小波滤波器组，ＪＰＥＧ２０００
［２］中

就是采用的这种边界处理方法，文献［３～５］均采用

了边界点对称延拓的方法，所采用的都是纯二维双

正交偶对称滤波器。文献［１］对几种延拓方法有较

全面的理论研究，但只是针对了以“０”为起点的数

据，对于实际应用会有局限性。本文继承和发展了

文献［１］的研究方法，研究了边界点对称延拓在纯

二维双正交偶对称小波变换中的应用，推导出了任

意起点、任意长度的原始数据小波分解后 ４个子带

的周期和对称关系。

 纯二维小波的分解和重构算法

 纯二维双正交偶对称小波滤波器组

纯二维双正交偶对称小波滤波器组分解与重

构算法如图 １所示，牘
～
（－牑１，－牑２）和 牚

～
（－牑１，－牑２）

分 别为低频和高频分解滤波器，牘（牑１，牑２）和

牚（牑１，牑２）分别为低频和高频重构滤波器。

纯二维小波滤波器的支撑区长度都是有限的，

对于分解滤波器设其支撑区为（注：第 １个“［］”内

为行支撑区范围，第 ２个“［］”内为列支撑区范围，

其中 爩１，爩２，爫１，爫２≥０；爩′１，爩′２，爫′１，爫′２≥

０）
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图 １ 纯二维双正交偶对称小波滤波器组分解与重构算法

ｓｕｐｐ｛牘
～
（牑１，牑２）｝＝ ［－ 爩１，爩２］，［－ 爫１，爫２］

ｓｕｐｐ｛牚
～
（牑１，牑２）｝＝ ［－ 爩′１，爩′２］，［－ 爫′１，爫′２

烅
烄

烆 ］

（１）

根据文献［６］中 ７４节双正交小波滤波器组中

各滤波器及其支撑区的关系，对于纯二维小波分解

滤波器和重构滤波器有如下关系

牘（牑１，牑２）＝ （－ １）
－牑１ 牚

～
（１－ 牑１，牑２）

牚（牑１，牑２）＝ （－ １）
１－牑１牘

～
（１－ 牑１，牑２）

（２）

由式（２）得重构滤波器的支撑区为

ｓｕｐｐ｛牘（牑１，牑２）｝＝ ［－ 爩′２＋ １，爩′１＋ １］，

［－ 爫′２＋ １，爫′１＋ １］

ｓｕｐｐ｛牚（牑１，牑２）｝＝ ［－ 爩２＋ １，爩１＋ １］，

［－ 爫２＋ １，爫１

烅

烄

烆 ＋ １］

（３）

特别地，对于纯二维双正交偶对称小波滤波器

牘
～
（牑１，牑２）和 牚

～
（牑１，牑２），设其支撑区为

ｓｕｐｐ｛牘
～
（牑１，牑２）｝＝［－爩３，爩３］，［－爫３，爫３］

ｓｕｐｐ｛牚
～
（牑１，牑２）｝＝［－爩４＋１，爩４＋１］，

［－爫４，爫４

烅

烄

烆 ］

（４）

式中 爩３，爩４，爫３，爫４＞０，并且有

牘
～
（－ 牑１，－ 牑２）＝ 牘

～
（牑１，牑２）

牑１＝ ０，１，…，爩３；牑２＝ ０，１，…，爫３

牚
～
（－ 牑１，－ 牑２）＝ 牚

～
（牑１＋ ２，牑２）

牑１＝－ １，０，…，爩４－ １；牑２＝ ０，１，…，爫

烅

烄

烆 ４

（５）

由式（１～３），有

ｓｕｐｐ｛牘（牑１，牑２）｝＝ ［－ 爩４，爩４］，［－ 爫４，爫４］

ｓｕｐｐ｛牚（牑１，牑２）｝＝ ［－ 爩３＋ １，爩３＋ １］，

［－ 爫３，爫３

烅

烄

烆 ］

（６）

牘（－ 牑１，－ 牑２）＝ 牘（牑１，牑２）

牑１＝ ０，１，…，爩４；牑２＝ ０，１，…，爫４

牚（－ 牑１，－ 牑２）＝ 牚（牑１＋ ２，牑２）

牑１＝－ １，０，…，爩３－ １；牑２＝ ０，１，…，爫

烅

烄

烆 ３

（７）

 嵌套格式在图像分解与重构中的应用

２０世纪 ９０年代中期，Ｓｗｅｌｄｅｎｓ等提出了小波

提升方案（Ｌｉｆｔｉｎｇｓｃｈｅｍｅ），并给出了经典小波中

双正交小波的提升方案（又称提升格式）
［７８］
，

Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ证明了凡是用 Ｍａｌｌａｔ算法实现的小波

变换都可以用提升格式实现［９］
。提升方案是在空域

中直接构造小波，大大拓展了小波分析的研究领

域。本文是从原始小波滤波器组的角度来分析它在

纯二维双正交偶对称小波中应用的性质，为提升格

式的实现打下基础。为了叙述方便，下文中以“纯二

维小波”代替“纯二维双正交偶对称小波”。采用边

界点对称延拓的纯二维小波分解与重构算法如图

２所示，下面对分解端加以说明，重构端同理，不再

赘述。图像的分解和重构采用了嵌套格式
［３］
，即一

级分解包含两次分解。对于有限长原始像块

牅牐－１（牑１，牑２），其第 牐级分解过程为：边界点对称延

拓后 牅
ｅｘｔ
牐 （牑１，牑２），经过牘

～
（－牑１，－牑２）和 牚

～
（－牑１，

－牑２）进行第 １次分解，得到低频子带 牅
牓
牐（牑１，牑２）和

高频子带牉′牐（牑１，牑２）；对牅
牓
牐（牑１，牑２）再进行第 ２次分

解，经过牘
～
′（－牑１，－牑２）和 牚

～
′（－牑１，－牑２）后形成次

低频子带 牅牐（牑１，牑２）和次高频子带 牆牐（牑１，牑２）；对高

频子带 牉′牐（牑１，牑２）进行一次纯二维 Ｌａｚｙ小波变

换［３］
，分为偶、奇两组 牉牐（牑１，牑２）和牊牐（牑１，牑２）。

牘
～
′（牑１，牑２），牚

～
′（牑１，牑２），牘′（牑１，牑２）和 牚′（牑１，牑２）

分别为 牘
～
（牑１，牑２），牚

～
（牑１，牑２），牘（牑１，牑２）和 牚（牑１，牑２）

经五株内插［３，５］得到的滤波器，前者为后者旋转 ４５°

得到的滤波器，文献［３］中有两组滤波器坐标间的

关系，文献［５］中有具体的旋转方法。可以推出以下

关系，其中 爩５，爩６，爫５，爫６＞０。

ｓｕｐｐ｛牘
～
′（牑１，牑２）｝＝ ［－ 爩５，爩５］，

［－ 爫５，爫５］

ｓｕｐｐ｛牚
～
′（牑１，牑２）｝＝ ［－ 爩６＋ １，

爩６＋ １］，［－ 爫６，爫６

烅

烄

烆 ］

（８）

牘
～
′（－ 牑１，－ 牑２）＝ 牘

～
′（牑１，牑２）

牑１＝ ０，１，…，爩５；牑２＝ ０，１，…，爫５

牚
～
′（－ 牑１，－ 牑２）＝ 牚

～
′（牑１＋ ２，牑２）

牑１＝－ １，０，…，爩６－ １；牑２＝ ０，１，…，爫

烅

烄

烆 ６

（９）

ｓｕｐｐ｛牘′（牑１，牑２）｝＝ ［－ 爩６，爩６］，

［－ 爫６，爫６］

ｓｕｐｐ｛牚′（牑１，牑２）｝＝ ［－ 爩５＋ １，

爩５＋ １］，［－ 爫５，爫５

烅

烄

烆 ］

（１０）

牘′（－ 牑１，－ 牑２）＝ 牘′（牑１，牑２）

牑１＝ ０，１，…，爩６；牑２＝ ０，１，…，爫６

牚′（－ 牑１，－ 牑２）＝ 牚′（牑１＋ ２，牑２）

牑１＝－ １，０，…，爩５－ １；牑２＝ ０，１，…，爫

烅

烄

烆 ５

（１１）

为了推导方便将图 ２简化为图 ３的形式，引入

滤波器 牎
（牑１，牑２），牋（牑１，牑２），牎（牑１，牑２）和 牋（牑１，牑２）。
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图 ２ 采用边界点对称延拓的纯二维小波分解与重构算法

图 ３ 采用边界点对称延拓的纯二维小波分解与重构简化算法

牎

（－ 牑１，－ 牑２）＝ 牘

～
（－ 牑１，－ 牑２）

牘
～
′（－ 牑１，－ 牑２）

牋（－ 牑１，－ 牑２）＝ 牘（－ 牑１，－ 牑２）

牚
～
′（－ 牑１，－ 牑２

烅

烄

烆 ）

牎（牑１，牑２）＝ 牘′（牑１，牑２）牘（牑１，牑２）

牋（牑１，牑２）＝ 牚′（牑１，牑２）牘（牑１，牑２
烅
烄

烆 ）

有如下关系

ｓｕｐｐ｛牎

（牑１，牑２）｝＝［－爩３－爩５，爩３＋爩５］，

［－爫３－爫５，爫３＋爫５］

ｓｕｐｐ｛牋（牑１，牑２）｝＝［－爩３－爩６＋１，爩３＋

爩６＋１］，［－爫３－爫６，爫３＋爫６

烅

烄

烆 ］

（１２）

牎

（－牑１，－牑２）＝牎


（牑１，牑２）

牑１＝０，１，…，爩３＋爩５；牑２＝０，１，…，爫３＋爫５

牋（－牑１，－牑２）＝牋（牑１＋２，牑２） （１３）

牑１＝－１，０，…，爩３＋爩６－１；

牑２＝０，１，…，爫３＋爫

烅

烄

烆 ６
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ｓｕｐｐ｛牎（牑１，牑２）｝＝［－爩４－爩６，爩４＋爩６］，

［－爫４－爫６，爫４＋爫６］

ｓｕｐｐ｛牋（牑１，牑２）｝＝［－爩４－爩５＋１，爩４＋

爩５＋１］，［－爫４－爫５，爫４＋爫５

烅

烄

烆 ］

（１４）

分解算法为

牅牐（牑１，牑２）＝∑
牓１∈┪
∑
牓２∈┪

牎

（牓１－ ２牑１，牓２－ ２牑２）燈

牅
ｅｘｔ
牐－１（牓１，牓２）＝∑

牓１∈┪
∑
牓２∈┪

牎

（牓１－ 牑′１，牓２－ 牑′２）燈

牅
ｅｘｔ
牐－１（牓１，牓２）

牑′１＝ ２牑１

牑′２＝ ２牑２

牆牐（牑１，牑２）＝∑
牓１∈┪
∑
牓２∈┪

牋（牓１－ ２牑１，牓２－ ２牑２－ １）燈

牅
ｅｘｔ
牐－１（牓１，牓２）＝∑

牓１∈┪
∑
牓２∈┪

牋（牓１－ 牑′１，牓２－ 牑′２）燈

牅
ｅｘｔ
牐－１（牓１，牓２）

牑′１＝ ２牑１

牑′２＝ ２牑２＋ １

牉牐（牑１，牑２）＝∑
牓１∈┪
∑
牓２∈┪

牚
～
（牓１－ ２牑１，牓２－ ２牑２）燈

牅
ｅｘｔ
牐－１（牓１，牓２）＝∑

牓１∈┪
∑
牓２∈┪

牚
～
（牓１－ 牑′１，牓２－ 牑′２）燈

牅
ｅｘｔ
牐－１（牓１，牓２）

牑′１＝ ２牑１

牑′２＝ ２牑２

牊牐（牑１，牑２）＝∑
牓１∈┪
∑
牓２∈┪

牚
～
（牓１－ ２牑１－ １，牓２－ ２牑２－

１）牅
ｅｘｔ
牐－１（牓１，牓２）＝∑

牓１∈┪
∑
牓２∈┪

牚
～
（牓１－ 牑′１，

牓２－ 牑′２）牅
ｅｘｔ
牐－１（牓１，牓２）

牑′１＝ ２牑１＋ １

牑′２＝ ２牑２＋ １

烅

烄

烆
（１５）

重构算法为

牅牐－１（牑１，牑２）＝

∑
牓１∈┪
∑
牓２∈┪

牎（牑１－２牓１，牑２－２牓２）·牅
ｅｘｔ
牐 （牓１，牓２）＋

牋（牑１－２牓１，牑２－２牓２－１）·牆
ｅｘｔ
牐 （牓１，牓２）＋

牎（牑１－２牓１－１，牑２－２牓２）·０＋

牋（牑１－２牓１，牑２－２牓２－１）·０＋

牚（牑１－２牓１，牑２－２牓２）·牉
ｅｘｔ
牐 （牓１，牓２）＋

牚（牑１－２牓１－１，牑２－２牓２－１）·

牊
ｅｘｔ
牐 （牓１，牓２）＋

牚（牑１－２牓１－１，牑２－２牓２）·０＋

牚（牑１－２牓１，牑２－２牓２

熿

燀

燄

燅－１）·０

（１６）

为了更清楚地表明分解的过程，将 牅′牐（牑１，牑２），

牆′牐（牑１，牑２）和 牉′牐（牑１，牑２）引入推导过程

牅′牐（牑１，牑２）＝ ∑
爩３＋爩５

牓１＝－爩３－爩５

∑
爫３＋爫５

牓２＝－爫３－爫５

牎

（牓１，牓２）燈

牅
ｅｘｔ
牐－１（牑１＋ 牓１，牑２＋ 牓２）

牆′牐（牑１，牑２）＝ ∑
爩３＋爩６＋１

牓１＝－爩３－爩６＋１
∑
爫３＋爫６

牓２＝－爫３－爫６

牋（牓１，牓２）燈

牅
ｅｘｔ
牐－１（牑１＋ 牓１，牑２＋ 牓２）

牉′牐（牑１，牑２）＝ ∑
爩４＋１

牓１＝－爩４＋１
∑
爫４

牓２＝－爫４

牚
～
（牓１，牓２）燈

牅
ｅｘｔ
牐－１（牑１＋ 牓１，牑２＋ 牓２

烅

烄

烆 ）

（１７）

牅牐（牑１，牑２）＝ 牅′牐（２牑１，２牑２）

牆牐（牑１，牑２）＝ 牆′牐（２牑１，２牑２＋ １）

牉牐（牑１，牑２）＝ 牉′牐（２牑１，２牑２）

牊牐（牑１，牑２）＝ 牉′牐（２牑１＋ １，２牑２

烅

烄

烆 ＋ １）

（１８）

 边界点对称延拓的性质

对称延拓的两种方式如图 ４所示，虚线为其对

称轴。对于以（爛，爜），爛，爜∈为起点的行列长度

分别为 爧１和 爧２的原始数据 牅牐－１（牑１，牑２），（爛≤牑１＜

爛＋爧１，爜≤牑２＜爜＋爧２），以边界点为中心对称重

复，即

牅
ｅｘｔ
牐－１（爛＋ 牜１（爧１－ １）＋ 牑１，爜＋ 牜２（爧２－ １）＋

牑２）＝ 牅
ｅｘｔ
牐－１（爛＋ 牜１（爧１－ １）－ 牑１，

爜＋ 牜２（爧２－ １）－ 牑２） （１９）

式中 牜１，牜２，牑１，牑２∈，且有

牅
ｅｘｔ
牐－１（爛＋ ２牜１（爧１－ １）＋ 牑１，爜＋ ２牜２（爧２－ １）＋

牑２）＝ 牅
ｅｘｔ
牐－１（爛＋ 牜１（爧１－ １）＋ 牜１（爧１－ １）＋ 牑１，

爜＋ 牜２（爧２－ １）＋ 牜２（爧２－ １）＋ 牑２）＝

牅
ｅｘｔ
牐－１（爛＋ 牜１（爧１－ １）－ （牜１（爧１－ １）＋ 牑１）），

爜＋ 牜２（爧２－ １）－ （牜２（爧２－ １）＋ 牑２））＝

牅
ｅｘｔ
牐－１（爛－ 牑１，爜－ 牑２）＝ 牅

ｅｘｔ
牐－１（爛＋ 牑１，爜＋ 牑２）

（２０）

由式（２０）可以看出边界点对称延拓后，

牅
ｅｘｔ
牐－１（牑１，牑２）的行和列分别是以 ２（爧１－１）和 ２（爧２－

１）为周期的。

图 ４ 边界点对称延拓和边界对称延拓

９８５第 ５期 谢玉芯，等：基于对称延拓的纯二维双正交偶对称小波变换



 分解后 个子带的性质

 级分解情况

由式（１３，１７，１９）可推出式（２１），由于篇幅所

限，只证明式（２１）中的第 １式。

牅′牐（爛＋牜１（爧１－１）＋牑１，爜＋牜２（爧２－１）＋牑２）＝ ∑
爩３＋爩５

牓１＝－爩３－爩５

∑
爫３＋爫５

牓２＝－爫３－爫５

牎
（牓１，牓２）牅

ｅｘｔ
牐－１（牓１＋爛＋牜１（爧１－１）＋

牑１，牓２＋爜＋牜２（爧２－１）＋牑２）＝ ∑
爩３＋爩５

牓１＝－爩３－爩５

∑
爫３＋爫５

牓２＝－爫３－爫５

牎
（－牓１，－牓２）牅

ｅｘｔ
牐－１（－牓１＋爛＋牜１（爧１－１）－

牑１，－牓２＋爜＋牜２（爧２－１）－牑２）＝ ∑
爩３＋爩５

牓１＝－爩３－爩５

∑
爫３＋爫５

牓２＝－爫３－爫５

牎
（牓１，牓２）牅

ｅｘｔ
牐－１（牓１＋爛＋牜１（爧１－１）－

牑１，牓２＋爜＋牜２（爧２－１）－牑２）＝牅′牐（爛＋牜１（爧１－１）－牑１，爜＋牜２（爧２－１）－牑２）

牅′牐（爛＋牜１（爧１－１）＋牑１，爜＋牜２（爧２－１）＋牑２）＝牅′牐（爛＋牜１（爧１－１）－牑１，爜＋牜２（爧２－１）－牑２）

牆′牐（爛＋牜１（爧１－１）＋牑１，爜＋牜２（爧２－１）＋牑２）＝牆′牐（爛＋牜１（爧１－１）－牑１－２，爜＋牜２（爧２－１）－牑２）

牉′牐（爛＋牜１（爧１－１）＋牑１，爜＋牜２（爧２－１）＋牑２）＝牉′牐（爛＋牜１（爧１－１）－牑１－２，爜＋牜２（爧２－１）－牑２

烅

烄

烆 ）

（２１）

第 牐级分解后，由式（１８，２１，２８）得式（２２～２５）

牅槏牐
爛

２
＋牜１（爧１－１）－牑１，

爜

２
＋牜２（爧２－１）－牑槕２ ＝

牅′牐（爛＋２牜１（爧１－１）－２牑１，爜＋２牜２（爧２－１）－２牑２）＝牅′牐（爛＋牜１（爧１－１）＋（牜１（爧１－１）－２牑１），爜＋

牜２（爧２－１）＋（牜２（爧２－１）－２牑２））＝牅′牐（爛＋牜１（爧１－１）－（牜１（爧１－１）－２牑１），爜＋牜２（爧２－１）－

（牜２（爧２－１）－２牑２））＝牅′牐（爛＋２牑１，爜＋２牑２）＝牅牐
爛

２
＋牑１，

爜

２
＋牑槏 槕２ 爛，爜为偶数

牅′牐（爛＋１＋２牜１（爧１－１）－２牑１，爜＋１＋２牜２（爧２－１）－２牑２）＝牅′牐（爛＋牜１（爧１－１）＋（牜１（爧１－１）－

２牑１＋１），爜＋牜２（爧２－１）＋（牜２（爧２－１）－２牑２＋１））＝牅′牐（爛＋牜１（爧１－１）－（牜１（爧１－１）－

２牑１＋１），爜＋牜２（爧２－１）－（牜２（爧２－１）－２牑２＋１））＝牅′牐（爛＋２牑１－１，

爜＋２牑２－１）＝牅牐
爛－１

２
＋牑１，

爜－１

２
＋牑槏 槕２ 爛，爜

烅

烄

烆
为奇数

（２２）

牆槏牐
爛

２
＋牜１（爧１－１）－牑１，

爜

２
＋牜２（爧２－１）－牑槕２ ＝

牆′牐（爛＋２牜１（爧１－１）－２牑１，爜＋１＋２牜２（爧２－１）－２牑２）＝牆′牐（爛＋２牑１－２，爜＋２牑２－１）＝

牆牐
爛

２
－１＋牑１，

爜

２
－１＋牑槏 槕２ 爛，爜为偶数

牆′牐（爛－１＋２牜１（爧１－１）－２牑１，爜＋２牜２（爧２－１）－２牑２）＝牆′牐（爛＋２牑１－１，爜＋２牑２）＝

牆牐
爛－１

２
＋牑１，

爜－１

２
＋牑槏 槕２ 爛，爜

烅

烄

烆
为奇数

（２３）

牉槏牐
爛

２
＋牜１（爧１－１）－牑１，

爜

２
＋牜２（爧２－１）－牑槕２ ＝

牉′牐（爛＋２牜１（爧１－１）－２牑１，爜＋２牜２（爧２－１）－２牑２）＝牉′牐（爛＋２牑１－２，爜＋２牑２）＝

牉牐
爛

２
－１＋牑１，

爜

２
＋牑槏 槕２ 爛，爜为偶数

牉′牐（爛－１＋２牜１（爧１－１）－２牑１，爜＋１＋２牜２（爧２－１）－２牑２）＝牉′牐（爛＋２牑１－１，爜＋２牑２－１）＝

牉牐
爛－１

２
＋牑１，

爜－１

２
＋牑槏 槕２ 爛，爜

烅

烄

烆
为奇数

（２４）

牊槏牐
爛

２
－１＋牜１（爧１－１）－牑１，

爜

２
＋牜２（爧２－１）－牑槕２ ＝

牉′牐（爛－１＋２牜１（爧１－１）－２牑１，爜＋１＋２牜２（爧２－１）－２牑２）＝牉′牐（爛＋２牑１－１，爜＋２牑２－１）＝

牊牐
爛

２
－１＋牑１，

爜

２
－１＋牑槏 槕２ 爛，爜为偶数

牉′牐（爛＋２牜１（爧１－１）－２牑１，爜＋２牜２（爧２－１）－２牑２）＝牉′牐（爛＋２牑１－２，爜＋２牑２）＝

牊牐
爛－３

２
＋牑１，

爜－１

２
＋牑槏 槕２ 爛，爜

烅

烄

烆
为奇数

（２５）

０９５ 数 据 采 集 与 处 理 第 ２７卷



式（２２～２５）只讨论 爛，爜均为偶数和 爛，爜均

为奇数两种情况，爛为偶数、爜为奇数和 爛为奇

数、爜为偶数的情况为其另外组合，不再赘述。

综合奇偶各情况如下

牅槏牐
爛

２
＋牜１（爧１－１）－牑１，

爜

２
＋牜２（爧２－

１）－牑槕２ ＝牅槏牐
爛

２
＋牑１，

爜

２
＋牑槕２

牆槏牐
爛

２
＋牜１（爧１－１）－牑１，

爜

２
＋牜２（爧２－

１）－牑槕２ ＝牆槏牐
爛

２
－１＋牑１，

爜

２
－１＋牑槕２

牉槏牐
爛

２
＋牜１（爧１－１）－牑１，

爜

２
＋牜２（爧２－

１）－牑槕２ ＝牉槏牐
爛

２
－１＋牑１，

爜

２
＋牑槕２

牊槏牐
爛

２
－１＋牜１（爧１－１）－牑１，

爜

２
＋牜２（爧２－

１）－牑槕２ ＝牊槏牐
爛

２
－１＋牑１，

爜

２
－１＋牑槕

烅

烄

烆
２

（２６）

式（２６）说明：牅牐（牑１，牑２），牆牐（牑１，牑２），牉牐（牑１，牑２），

牊牐（牑１，牑２）的行和列都是以 爧１－１和 爧２－１为周期

的。

 多级分解情况

对于第 １级分解输入的原始数据 牅０（牑１，牑２），

（牔０≤牑１＜牔１，牕０≤牑２＜牕１），第 牐级分解后 ４个子带

的周期对称关系如下

牅槏牐
牔０

２
牐 ＋牜１

牔１

２
牐－１ －

牔０

２
牐－１槏 槕－１－牑１，

牕０

２
牐 ＋牜２

牕１

２
牐－１ －

牕０

２
牐－１槏 槕－１－牑槕２ ＝

牅牐
牔０

２
牐－
１

２
＋牑１，

牕０

２
牐－
１

２
＋牑槏 槕２

牆槏牐
牔０

２
牐－
１

２
＋牜１

牔１

２
牐－１ －

牔０

２
牐－１槏 槕－１－

牑１，
牕０

２
牐－
１

２
＋牜２

牕１

２
牐－１ －

牕０

２槏 槕牐－１ －

牑槕２ ＝牆牐
牔０

２
牐 －１＋牑１，

牕０

２
牐 －１＋牑槏 槕２

牉槏牐
牔０

２
牐－
１

２
＋牜１

牔１

２
牐－１ －

牔０

２
牐－１槏 槕－１－

牑１，
牕０

２
牐 ＋牜２

牕１

２
牐－１ －

牕０

２槏 槕牐－１ －牑槕２ ＝

牉牐
牔０

２
牐 ＋牑１，

牕０

２
牐－
１

２
＋牑槏 槕２

牊槏牐
牔０

２
牐 －１＋牜１

牔１

２
牐－１ －

牔０

２
牐－１槏 槕－１－牑１，

牕０

２
牐－
１

２
＋牜２

牕１

２
牐－１ －

牕０

２
牐－１槏 槕－１－

牑槕２ ＝牊槏牐
牔０

２
牐－
１

２
－１＋牑１，

牕０

２
牐 －１＋牑槕２

（２７）

其第 牐级分解后 ４个子带的最小数据量的支

撑区计算方法［３］如下

牅牐（牑１，牑２），
牔０

２
牐 ≤ 牑１＜

牔１

２
牐 ，

牕０

２
牐 ≤ 牑２＜

牕１

２
牐

牆牐（牑１，牑２），
牔０

２
牐－

１

２
≤ 牑１＜

牔１

２
牐－

１

２
，

牕０

２
牐－

１

２
≤ 牑２＜

牕１

２
牐－

１

２

牉牐（牑１，牑２），
牔０

２
牐－

１

２
≤ 牑１＜

牔１

２
牐－

１

２
，

牕０

２
牐 ≤ 牑２＜

牕１

２
牐

牊牐（牑１，牑２），
牔０

２
牐 － １≤ 牑１＜

牔１

２
牐 － １，

牕０

２
牐－

１

２
≤ 牑２＜

牕１

２
牐－

烅

烄

烆
１

２

（２８）

由式（２７，２８）可知，已知有限长度的第 １级分

解输入原始数据 牅０（牑１，牑２）的起点坐标和支撑区，

即可求出任意分解级数下 ４个子带的支撑区，最大

分解级数的计算方法见文献［３］。由于各子带都存

在周期和对称关系，没有必要求出子带一个周期内

的全部数据，只须求出一部分行列区间的数据，再

沿其右边界或右边界点为中心对称延拓，便能得到

整个对称区间内的数据，各子带的行列区间和行列

右边界的计算方法见表 １。

四种起点：（偶，偶）、（奇，奇）、（偶，奇）、（奇，

偶）。两种长度：偶、奇。对于不同起点、不同行列长

度下各子带的对称关系是不同的。其中爳１，爳２为其上

一级 牅子带的行列长度，爳１＝
牔１

２
牐－１ －

牔０

２
牐－１ ，

爳２＝
牕１

２
牐－１ －

牕０

２
牐－１ ，各种组合的子带对称性

见表 ２～５，其中“点”表示以右边界点为中心对称，

“边”表示以右边界为中心对称。

设各子带的起点为（爮，爯），则其行对称区间

［爮，爮＋爳１－２］，列对称区间［爯，爯＋爳２－２］。

例如，已知 牅０（牑１，牑２），（７≤牑１＜２１，７≤牑２＜

２４），爧１＝１４，爧２＝１７。若需计算其 ２级分解后 ４个

子带在一个对称区间内的数据，对于 牅２（牑１，牑２），可

按 照以下 ５个步骤进行，牆２（牑１，牑２），牉２（牑１，牑２），

牊２（牑１，牑２）的计算方法依此类推。

（１）根据式（２８）可得 牅２（牑１，牑２）

［

的行支撑区为

７

２
２ ，

２１

２ 槕２ ＝［２，６）， ［列支撑区为 ７

２
２ ，
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表  各子带的行列区间和行列右边界计算方法

子带
行区间

行右边界

列区间

列右边界

牅牐（牑１，牑２

熿

燀
）

牔０

２
牐 ，

牔０

２
牐 ＋

牔１

２
牐－１ －

牔０

２
牐－１

２

燄

燅

－１

牔０

２
牐 ＋

牔１

２
牐－１ －

牔０

２
牐－１

２
－

熿

燀

１

２

牕０

２
牐 ，

牕０

２
牐 ＋

牕１

２
牐－１ －

牕０

２
牐－１

２

燄

燅

－１

牕０

２
牐 ＋

牕１

２
牐－１ －

牕０

２
牐－１

２
－
１

２

牆牐（牑１，牑２

熿

燀
）

牔０

２
牐－

１

２
，
牔０

２
牐－

１

２
＋

牔１

２
牐－１ －

牔０

２
牐－１

２

燄

燅

－１

牔０

２
牐－

１

２
＋

牔１

２
牐－１ －

牔０

２
牐－１

２
－

熿

燀

１

２

牕０

２
牐－

１

２
，
牕０

２
牐－

１

２
＋

牕１

２
牐－１ －

牕０

２
牐－１

２

燄

燅

－１

牕０

２
牐－

１

２
＋

牕１

２
牐－１ －

牕０

２
牐－１

２
－
１

２

牉牐（牑１，牑２

熿

燀
）

牔０

２
牐－

１

２
，
牔０

２
牐－

１

２
＋

牔１

２
牐－１ －

牔０

２
牐－１

２

燄

燅

－１

牔０

２
牐－

１

２
＋

牔１

２
牐－１ －

牔０

２
牐－１

２
－

熿

燀

１

２

牕０

２
牐 ，

牕０

２
牐 ＋

牕１

２
牐－１ －

牕０

２
牐－１

２

燄

燅

－１

牕０

２
牐 ＋

牕１

２
牐－１ －

牕０

２
牐－１

２
－
１

２

牊牐（牑１，牑２

熿

燀
）

牔０

２
牐 －１，

牔０

２
牐 ＋

牔１

２
牐－１ －

牔０

２
牐－１

２

燄

燅

－２

牔０

２
牐 ＋

牔１

２
牐－１ －

牔０

２
牐－１

２
－

熿

燀

３

２

牕０

２
牐－

１

２
，
牕０

２
牐－

１

２
＋

牕１

２
牐－１ －

牕０

２
牐－１

２

燄

燅

－１

牕０

２
牐－

１

２
＋

牕１

２
牐－１ －

牕０

２
牐－１

２
－
１

２

表  偶偶起点

子带 爳１ 爳２
偶 偶

爳１ 爳２
奇 奇

爳１ 爳２
奇 偶

爳１ 爳２
偶 奇

牅 边 边 点 点 点 边 边 点

牆 点 点 边 边 边 点 点 边

牉 点 边 边 点 边 边 点 点

牊 边 点 点 边 点 点 边 边

表  奇奇起点

子带 爳１ 爳２
偶 偶

爳１ 爳２
奇 奇

爳１ 爳２
奇 偶

爳１ 爳２
偶 奇

牅 点 点 边 边 边 点 点 边

牆 边 边 点 点 点 边 边 点

牉 边 点 点 边 点 点 边 边

牊 点 边 边 点 边 边 点 点

表  偶奇起点

子带 爳１ 爳２
偶 偶

爳１ 爳２
奇 奇

爳１ 爳２
奇 偶

爳１ 爳２
偶 奇

牅 边 点 点 边 点 点 边 边

牆 点 边 边 点 边 边 点 点

牉 点 点 边 边 边 点 点 边

牊 边 边 点 点 点 边 边 点

表  奇偶起点

子带 爳１ 爳２
偶 偶

爳１ 爳２
奇 奇

爳１ 爳２
奇 偶

爳１ 爳２
偶 奇

牅 点 边 边 点 边 边 点 点

牆 边 点 点 边 点 点 边 边

牉 边 边 点 点 点 边 边 点

牊 点 点 边 边 边 点 点 边

２４

２ 槕２ ＝［２，６）。

（２）１级爳１＝
牔１

２
牐－１ －

牔０

２
牐－１ ＝

２１

２
２－１ －

７

２
２－１ ＝７，爳２＝

牕１

２
牐－１ －

牕０

２
牐－１ ＝

２４

２
２－１ －

７

２
２－１ ＝８。因原始像块起点（７，７）为（奇，奇），
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（爳１，爳２）为（奇，偶），所以查表 ３中 牅子带（爳１奇，爳２

偶），可知其行应按右边界、列应按右边界点对称延

拓。

（３）再根据表１中牅牐（牑１，牑２）行的计算方法，得行

区间

熿

燀

：
７

２
２ ，

７

２
２ ＋

２１

２
２－１ －

７

２
２－１

２
－

燄

燅

１ ＝ ［２，５］，行 右 边 界：
７

２
２ ＋

２１

２
２－１ －

７

２
２－１

２
－
１

２
＝
９

２
，列 区 间

熿

燀

：

７

２
２ ，

７

２
２ ＋

２４

２
２－１ －

７

２
２－１

２

燄

燅

－１＝

［２，５］，列右边界点为 ５。

（４）只需计算行区间［２，５］的数据，再以行右边

界 ９
２
为轴对称延拓，

［

即可得到行对称区间

牔０

２
牐 ，

牔０

２
牐 ＋爳１ ］ ［－２＝

７

２
２ ，

７

２
２ ＋

］７－２＝［２，７］的数据。

（５）只需计算列区间［２，５］的数据，再以列

右边界点５为轴对称延拓，

［

即可得到列对称区间

牕０

２
牐 ，

牕０

２
牐 ＋爳２ ］ ［－２＝

７

２
２ ，

７

２
２ ＋

］８－２＝［２，８］的数据。

 边界点对称延拓实例

以纯二维 ５燉３小波滤波器组为例，各滤波器组

的具体数值如图 ５所示。

从 图 ６中可以看出 牅１（牑１，牑２），牆１（牑１，牑２），

牉１（牑１，牑２）和 牊１（牑１，牑２）中的数据都是各自子带对称

区间内最小数据量的数据，根据以上周期和对称性

的计算方法即可得到整个频带的数据。

图 ５ 纯二维 ５燉３小波滤波器组

图 ６ 原始数据 牅０（牑１，牑２）的第 １级分解及其各子带的对称性

 结束语

为了对边界点对称延拓有更清楚的认识，本文

对其在纯二维小波滤波器组的应用进行了详细的

研究。根据滤波器、边界点对称关系和纯二维小波

的性质推导出了多级分解后各子带的周期和对称

关系，并给出了应用实例，有一定的应用价值。
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