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阈值阵列模型下的超阈值随机共振信噪比增益
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摘要：研究了阈值阵列模型和超阈值随机共振现象。对该模型进行剖析，认为阈值阵列系统可以分解为单个阈

值系统与集总平均器的级联。为了研究周期输入下的超阈值随机共振现象，理论分析了周期输入下的阈值阵列

模型输出随机过程的统计特性，以输出信噪比增益作为随机共振的测度，固定输入信噪比，观测输出信噪比增益

相对于阈值噪声方差的变化规律。证实当输入噪声为高斯噪声时，在阈值阵列系统中加入统计独立的高斯白噪

声可使输出信噪比增益大于１，当输入噪声为非高斯噪声时，可获得更高的输出信噪比增益。
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ＳＮＲｇａｉｎ

引　　言

随机共振（Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃｒｅｓｏｎａｎｃｅ，ＳＲ）是一种

现象：在某些非线性系统中，衡量随机共振的测度

（如输出信噪比增益、互信息量等）随着加入噪声的

改变呈现出非单调变化的规律。国内外早期的研

究大多集中在一类非线性动态系统———双稳态系

统［１］：ｄ狓
ｄ狋
＝－犞′（狓）＋犃ｃｏｓΩ狋＋ξ（狋），其中犞（狓）＝

－
１

２
犪狓２＋

１

４
犫狓４，但该模型受限于绝热近似理论

（犃１，Ω１）。

Ｗｉｅｓｅｎｆｅｌｄ
［２］等在１９９４年首次提出ＳＲ实际

上是一种阈值效应，低阈值信号、噪声、阈值系统是

产生ＳＲ现象的必需因素。在２０００年Ｓｔｏｃｋｓ
［３］提

出超阈值ＳＲ概念以前，人们仅研究由一个阈值单

元组成的ＳＲ系统，并认为只有当输入信号幅值低

于系统阈值时（即输入为低阈值信号），才能产生

ＳＲ现象。Ｓｔｏｃｋｓ提出阈值阵列模型，证实当输入



信号幅值高于系统阈值时 （即输入为超阈值信

号），通过此模型可得到另一种形式的 ＳＲ 现

象———超阈值ＳＲ（ＳｕｐｒａｔｈｒｅｓｈｏｌｄＳＲ）。目前，对

于超阈值ＳＲ的研究主要针对非周期信号输入信

号下，输入输出互信息量［３］、输入输出相关系数［４］

等随阈值噪声的加入非单调变化的情况，但对于周

期输入却很少有研究。

对于周期输入，采用输出信噪比增益来衡量其

ＳＲ测度。本文采用阈值阵列模型为研究对象，研

究输出信噪比增益是否大于１的问题。然而，与之

前对于输出信噪比增益研究不同的是，本文所处理

的输入信号为周期信号与噪声的混合信号，即含噪

信号。这样一来，输入信噪比是固定的，通过阈值

阵列系统，在阈值噪声的作用下 （注意，含噪输入

信号通过阈值阵列系统又受到阈值噪声的作用，相

当于在本来就受污染的信号中再加入噪声），可观

察到输出信噪比相对于输入信噪比有所提高（即输

出信噪比增益大于１），且输出信噪比增益随着阈

值噪声方差的变化而非单调变化。从黑盒角度看，

对原本含噪声的信号进行处理，期望其输出信噪比

相比输入信噪比增加，相当于对输入信号进行滤波

去噪。而阈值阵列系统就等价于这个滤波器。只

不过这个特殊的非线性滤波器借助了噪声的有效

性，对“模糊”的输入信号进行处理，得到更“清晰”

的输出信号。

１　随机共振的测度———信噪比增益

　　最早用于衡量ＳＲ现象是否存在的标志就是

信噪比是否得到改善，人们对于ＳＲ是否能够使系

统输出信噪比高于输入信噪比存在争论［４］。但公

认的是，在线性响应理论下，限定输入信号幅值远

小于噪声幅值，ＳＲ不能提供大于１的信噪比增益。

本文利用超阈值ＳＲ理论模型证实在周期输入信

号下可获得大于１的信噪比增益。

Ｃｈａｐｅａｕ
［５］提出的静态阈值ＳＲ理论中给出输

出信噪比为输出信号谐频犿／犜ｓ 上的谱线高度与

附近带宽Δ犅内噪声功率之比

ＳＮＲｏｕｔ
犿
犜（ ）
ｓ

＝
｜〈犈［犢（狋）］·ｅｘｐ（－ｉｍ２π狋／犜ｓ）〉｜

２

〈ｖａｒ［犢（狋）］〉Δ狋Δ犅

（１）

式中：〈·〉代表时域平均，犈［犢（狋）］为输出信号均

值，ｖａｒ［犢（狋）］为输出信号方差。

输入信噪比为

ＳＮＲｉｎ
犿
犜（ ）
ｓ

＝
｜〈狊（狋）·ｅｘｐ（－ｉｍ２π狋／犜ｓ）〉｜

２

σ
２

ξΔ狋Δ犅
（２）

式中：狊（狋）为输入有用信号，σ
２

ξ
为输入噪声ξ（狋）的

方差。

输出信噪比增益为

犌ＳＮＲ
犿
犜（ ）
ｓ
＝
ＳＮＲｏｕｔ（犿／犜ｓ）

ＳＮＲｉｎ（犿／犜ｓ）
（３）

式中：犿／犜ｓ表示输出信号谐频，文中仅研究犿＝１

的情况，即输出信号基频。

２　阈值阵列模型

　　最初，人们研究的阈值ＳＲ是基于单阈值模型

的，该模型的传递函数为

狔（狋）＝
１ 狊（狋）＋ξ（狋）－θ＞０

－１ 狊（狋）＋ξ（狋）－θ＞
｛ ０

（４）

式中：狊（狋）为输入信号，ξ（狋）为引入的噪声项，θ为

系统阈值，狔（狋）为输出信号。对于超阈值周期信号

输入，单阈值系统输出信噪比增益小于１。

文献［３］研究以非周期信号为输入的超阈值

ＳＲ，提出了阈值阵列模型，如图１所示，该模型由

犖 个独立的阈值单元组成，在犖 个阈值单元的输

入端分别引入独立同分布的加性阈值噪声，将 犖

个阈值单元的输出累加得到系统的输出。

图１　非周期输入超阈值ＳＲ阈值阵列模型

此处引入集总 平 均 （Ｅｎｓｅｍｂｌｅａｖｅｒａｇｉｎｇ，

ＥＡ）的概念
［６］：最初由统计学中提出，后被引入到

信息领域，ＥＡ 技术曾广泛应用在声纳信号处理

中，并在生物信号、雷达信号、神经元信号处理等中

得到应用。

狔（狋）＝
１

犖∑
犖

犻＝１

［狓（狋）＋η犻（狋）］ （５）

　　ＥＡ可由式（５）描述，输入周期信号狓（狋）与噪

声的犖 次独立实现样本η１（狋），η２（狋），…，η犖（狋）相

加 （犖 个独立同分布的噪声样本与输入周期信号

叠加得到犖 个含噪信号样本），并对累加结果取平

均，得到输出信号狔（狋）。若输入噪声η（狋）的方差
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为σ
２，那么输出信号狔（狋）的方差为σ

２／犖；则输出信

号的信噪比ＳＮＲ会提高约犖 倍。鉴于集总平均

能改善周期信号的信噪比，可在单阈值系统之后级

联集总平均器，改善单阈值系统的输出信噪比。本

文提出适用于周期输入的超阈值ＳＲ系统，如图２

所示。图２所示系统展开可得图３所示的周期输

入下的超阈值ＳＲ阈值阵列模型。

图２　阈值系统与集总平均器的级联

图３　周期输入的超阈值ＳＲ阈值阵列模型

基于超阈值ＳＲ的阈值阵列共有犖 个阈值单

元，每个阈值单元有两个输入端。其中一个为共同

输入狓（狋），另一个输入端引入阈值噪声η犻（狋），犖

个阈值单元输入的阈值噪声彼此独立且同分布，其

概 率 密 度 函 数 （Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙｆｕｎｃｔｉｏｎ，

ＰＤＦ）为犳η（η），分布函数（Ｃｕｍｕｌａｔｉｖｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

ｆｕｎｃｔｉｏｎ，ＣＤＦ）为犉η（η）。第犻个阈值单元的阈值

为θ犻，在阈值噪声η犻（狋）的作用下，其输出为

狔犻（狋）＝ｓｉｇｎ［狓（狋）＋η犻（狋）－θ犻］ （６）

式中：ｓｉｇｎ为符号函数，狓（狋）＋η犻（狋）－θ犻＞０，

狔犻（狋）＝１，或狔犻（狋）＝－１。犖 个阈值单元的输出累

加后平均得到系统输出，即

犢（狋）＝
１

犖∑
犖

犻＝１

狔犻（狋） （７）

　　本文研究的输入为有用信号和噪声的混合，

狓（狋）＝狊（狋）＋ξ（狋），即狊（狋）为输入周期信号，ξ（狋）为

高斯白噪声，其ＰＤＦ为犳ξ（ξ）。固定所有阈值单元

的阈值为θ犻＝θ，犻＝１，２，…犖。则根据条件期望公

式可知

犈［狔犻（狋）］＝犈｛犈［狔犻（狋）狘狓（狋）］｝＝

∫
＋∞

－∞
犈［狔犻（狋）狘狓（狋）］·犳狓（狓）ｄ狓＝１－２犉η（θ－狓（狋））

（８）

　　由狓（狋）＝狊（狋）＋ξ（狋），则狓（狋）的 ＰＤＦ为

犳ξ（狓－狊（狋）），且犈［狔犻（狋）］，犻＝１，２，…，犖 都相等，

所以

犈［犢（狋）］＝犈［狔犻（狋）］＝∫
＋∞

－∞

［１－２犉η（θ－狓（狋））］·

犳ξ（狓－狊（狋））ｄ狓 （９）

同理

犈［犢２（狋）狘狓（狋）］＝犈
１

犖∑
犖

犻＝１

狔犻（狋（ ））
２

狘狓（狋［ ］）＝１犖·

　　犈［狔犻
２（狋）狘狓（狋）］＋

犖－１
犖
犈２［狔犻（狋）狘狓（狋）］

由式（６）知犈［狔犻
２（狋）｜狓（狋）］＝１，所以

犈［犢２（狋）］＝１＋４
犖－１
犖∫

＋∞

－∞
犉η

２（θ－狓（狋））·

　　犳ξ（狓－狊（狋））ｄ狓－４
犖－１
犖∫

＋∞

－∞
犉η（θ－狓（狋））·

　　犳ξ（狓－狊（狋））ｄ狓 （１０）

ｖａｒ［犢（狋）］＝犈［犢
２（狋）］－犈［犢（狋）］

２ （１１）

３　信噪比增益的实验分析

３１　高斯输入噪声下的超阈值犛犚

　　考虑输入信号狓（狋）为余弦周期信号狊（狋）＝

犪·ｃｏｓ（２π狋／犜ｓ）与均值为０、方差为σ
２

ξ
的独立高斯

白噪声ξ（狋）的混合，在阈值阵列中，每个单元的阈

值噪声η１（狋），…，η犖（狋）为独立同分布的均值为０、

方差为σ
２

η
的高斯白噪声，且η犻（狋）独立于狓（狋）。

狊（狋）频率１／犜ｓ＝０．１Ｈｚ，采样频率为１Ｈｚ，ξ（狋）的

方差σ
２

ξ＝０．５或１，固定所有单元的阈值为θ犻＝０。

图４所示为输出信噪比增益犌ＳＮＲ随阈值噪声η（狋）

方差递增产生非单调的变化。因为输入信号狓（狋）

已经确定，即输入信噪比ＳＮＲｉｎ是常数，所以图４

也可以看作是输出信噪比ＳＮＲｏｕｔ随着阈值噪声

η（狋）加入产生的非单调变化。

图４中每条曲线代表不同的阈值单元个数，从

１到１０２４。当犖＝１时，输出信噪比增益犌ＳＮＲ随

阈值噪声η（狋）的加入逐渐降低，这也是直观的感

觉：加入噪声使得有用信号变得模糊。这也证明了

在输入为超阈值信号时，单个阈值单元无法产生

ＳＲ现象。此处“超阈值”并非指输入信号任何时候

都大于阈值，而是指输入信号有时在阈值之上，有

时在阈值之下。当阈值为输入信号均值时，阈值阵

列系统的性能将达到最优［７］。这里选择的阈值

θ犻＝０就是输入信号狓（狋）的均值。当犖＞１，随着阈

值噪声的加入，信噪比增益曲线会产生非单调的变

化，且犖 越大，曲线峰值越高。但是当犖 很大（大
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图４　对于不同的阈值单元个数犖，犌ＳＮＲ随阈值噪声方

差增加非单调地变化

于２５６）时，峰值趋于稳定。当狊（狋）的幅值为１，考

虑输入噪声方差σ
２

ξ＝１和σ
２

ξ＝０．５两种情况，分布

如图４（ａ，ｂ）所示。图４（ａ）中“×”标记犖＝１０２４

时犌ＳＮＲ的峰值为１．０３６２，对应的阈值噪声方差为

１．４５。图４（ｂ）中“×”标记犖＝１０２４时犌ＳＮＲ的峰

值为 １．２５７１，对应的阈值噪声方差为 ０．６０。

犌ＳＮＲ＞１被认为是阈值阵列系统对输入含噪信号产

生积极作用的标志。图４（ａ）中随着犖 的继续增

加，犌ＳＮＲ趋于恒定，仅在１附近。图４（ｂ）中当犖＝

８时，犌ＳＮＲ开始超越１，峰值在１．２附近。

值得一提的是，超阈值ＳＲ不再适合强噪声下

的微弱输入信号，而是要求输入噪声强度小于有用

信号幅度或二者相当。图５所示的每条曲线对应

不同的输入有用信号狊（狋）＝犪·ｃｏｓ（２π狋／犜ｓ）幅值

犪，犌ＳＮＲ随阈值噪声η（狋）方差σ
２

η
的递增产生非单调

的变化。其中阈值单元个数 犖 为６４，输入噪声

ξ（狋）的方差σ
２

ξ＝１。可知，当犪＜１时，犌ＳＮＲ始终不

图５　对不同的狊（狋）幅值犪，犌ＳＮＲ随阈值噪声方差的变

化

能突破１，而当犪＝１．２时，犌ＳＮＲ大于１，并随着犪的

增加而上升。

３２　非高斯输入噪声下的超阈值犛犚

　　以上实验都是限定输入噪声服从高斯分布的

情况下进行的。文献［８］研究在非高斯噪声中利用

阈值阵列ＳＲ系统检测微弱周期信号。典型的非

高斯噪声服从拉普拉斯分布（ＬａｐｌａｃｉａｎＧａｕｓｓｉａｎ）

和混合高斯分布（Ｇａｕｓｓｉａｎｍｉｘｔｕｒｅ）。服从拉普拉

斯分布，均值为０，方差为σξ
２ 的噪声其 ＰＤＦ为

犳（ξ）＝
１

槡２σξ
·ｅｘｐ 槡－ ２ ξ

σ（ ）
ξ

。

当输入信号为余弦信号与拉普拉斯噪声的混

合时，通过阈值阵列系统后，输出犌ＳＮＲ的变化如图

６所示，其中，狊（狋）幅值犪为１，ξ（狋）均值为０，方差

σ
２

ξ＝１。当输入噪声ξ（狋）服从Ｌａｐｌａｃｉａｎ分布时，输

出信噪比增益犌ＳＮＲ随阈值噪声方差的增加非单调

地变化。

图６　输入噪声服从Ｌａｐｌａｃｉａｎ分布时，犌ＳＮＲ随阈值噪

声方差的变化
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服从混合高斯分布，均值为０，方差为σξ
２ 的噪

声其ＰＤＦ为

　　犳（ξ）＝
犮

２槡πσξ
［· α·ｅｘｐ －犮

２

ξ
２

２σξ（ ）２ ＋１－α
β

ｅｘｐ －
犮２ξ

２

２β
２
σξ（ ）］２

犮＝［α＋（１－α）β
２］１／２　　　０＜α＜１，β＞０

当输入噪声ξ（狋）服从混合高斯分布时，α＝

０．５，β＝０．５，其余条件同图６，输出信噪比增益

犌ＳＮＲ的变化如图７所示。当输入噪声ξ（狋）服从混

合高斯分布时，输出信噪比增益犌ＳＮＲ随阈值噪声

方差的增加非单调地变化。

图７　输入噪声服从混合高斯分布时，犌ＳＮＲ随阈值噪声

方差的变化

由图６，７可以看出，在相同条件下，当输入噪

声服从非高斯分布，相比服从高斯分布情况，可以

获得更好的输出信噪比增益。而且，非高斯情况

下，当输入信号幅值不大于输入噪声的均方根时，

也可以产生大于１的信噪比增益。可以认为

犌ＳＮＲ＞１不仅与阈值阵列模型参数有关，也与输入

噪声的分布及方差有关。

４　结束语

　　综上所述，本文研究了输入超阈值周期信号和

不同分布的输入噪声混合，经阈值阵列系统得到了

输出信噪比大于输入信噪比（即输出信噪比增益大

于１）的结果，这正是超阈值ＳＲ现象的体现。尽管

很多学者认为输出信噪比增益作为衡量ＳＲ的测

度实践性较小。然而，在一般的信号处理中，总是

先对输入信号进行滤波，尽可能滤除有害噪声，再

将滤波后的信号送入信号处理单元，如果利用阈值

阵列系统对输入信号进行预处理，利用噪声的有效

性，提高其信噪比，则可能会获得更好的效果。目

前在图像分割［９］和数字图像水印［１０］检测领域，超

阈值ＳＲ均得到应用。
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