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摘要：为揭示全相位ＦＦＴ（ＡｌｌｐｈａｓｅＦＦＴ，ａｐＦＦＴ）相位测量法相比于现有方法精度提高的内在原因，在前人基

础上，结合谱泄漏分布特征及其参数估计理论，推导出了适用于ａｐＦＦＴ测相的两未知参数估计模型的克拉罗下

限（ＣｒａｍｅｒＲａｏｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄ，ＣＲＬＢ），以及ａｐＦＦＴ测相误差与频偏分布的关系。指出该理论下限比传统三参数

的ＣＲＬＢ低１２ｄＢ，基于此总结出一系列在不同信噪比和不同频偏情况下的ａｐＦＦＴ测相性能结论。仿真结果表

明：在不同的信噪比环境和不同的频偏情况下，ａｐＦＦＴ的测相方差都能被ＣＲＬＢ２ 所界定，验证了上述结论及其

新的ＣＲＬＢ正确性。
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引　　言

相位测量在电力谐波分析、生物医学信号处理、

信号分析及ＧＰＳ导航等领域
［１４］均得到广泛应用，

因而一直是学术界和工程界的研究热题，各种测相

法（如希尔伯特变换法［５］、正弦曲线拟合法［６］及基于

离散 傅 里 叶 变 换（ＤｉｓｃｒｅｔｅＦｏｕｒｉｅｒｔｒａｎｓｆｏｒｍ，

ＤＦＴ）谱校正的各种相位测量法
［７９］）相继提出。然

而文献［１０］指出，这些测相法都需在先估测信号频

偏值后，再用频偏值去校正相位，因而频率估计误差

会带到相位估计误差中去，导致估计性能变差。

文献［１１］中提出全相位ＦＦＴ（ＡｌｌｐｈａｓｅＦＦＴ，

ａｐＦＦＴ）测量法，而文献［１２］则从极坐标相位谱图、

矢量分析、矩阵分析等多个角度阐述了其测相机

理，指出：给定２犖－１个样点，犖 阶ａｐＦＦＴ可测出



中间样点的瞬时相位（即具有“相位不变性”［１１］），

实验表明：ａｐＦＦＴ测相方差至少比同阶数ＦＦＴ测

相方差低２／３以上
［１２］。众所周知，克拉美罗下限

（ＣｒａｍｅｒＲａｏｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄ，ＣＲＬＢ）是评判衡量参

数估计算法的抗噪性能的客观尺度，为此文献［１３］

导出了频率、幅值、相位均未知情况下的相位估计

方差的 ＣＲＬＢ。以此为参考，文献［１０］推出了

ａｐＦＦＴ测相方差表达式，文献［１０］的实验还验证

了ａｐＦＦＴ测相方差逼近文献［１３］的ＣＲＬＢ。

然而文献［１０］考虑的测相情况还不全面（仅给

出了１种频偏情况的测相及其仿真实验），而且文

献［１０］并没有充分论证文献［１３］给出的ＣＲＬＢ能

否适用于ａｐＦＦＴ测相。本文指出，对于余弦信号

测相问题，由于ａｐＦＦＴ具有特殊的“相位不变性”

（即无需估计频率即可估计相位），因而其测相参数

估计模型相比于传统参数估计模型可作进一步简

化，基于此导出了适合于 ａｐＦＦＴ 测相的新的

ＣＲＬＢ。另外，针对存在不同频率偏离情况，本文

还研究了ａｐＦＦＴ测相误差与传统ＦＦＴ测相误差

的分布规律。

１　犪狆犉犉犜相位测量及样点选取

“相位”与两个物理量紧密相连：频率和时间。

工程上所测相位通常是指某频率成分在某时刻的

瞬时相位。以信号狓（狋）＝犪·ｃｏｓ（２π犳０狋＋θ０）为

例，若采样频率为犳ｓ，样点间隔为犜ｓ＝１／犳ｓ，则

狋＝狀犜ｓ的样点值为狓（狀）＝犪·ｃｏｓ（２π犳０狀犜ｓ＋θ０），

其瞬时相位为（狀）＝２π犳０狀犜ｓ＋θ０。为测出瞬时

相位，传统做法是采集犖 个样点狓狀＝狓（狀犜ｓ），狀＝

０，１，…，犖－１，先估计出频率犳０ 后，再估计起始样

点狀＝０处的瞬时相位（０）＝θ０。

ａｐＦＦＴ 相位测量情况则不同。如图 １ 所

示［１１］，输入２犖－１个样点狓（狀），狀∈［－犖＋１，

犖－１］，首先用长为（２犖－１）的卷积窗狑犮 对输入

数据加权，然后将间隔为犖 的数据两两叠加（中间

元素除外）形成数据狔（０），狔（－１），…，狔（－犖＋

１），再进行ＦＦＴ即得到ａｐＦＦＴ输出犢（犽）及其振

幅谱｜犢（犽）｜，直接取最大振幅谱犽＝犽处的相角

φ犢（犽
）即为测相结果。

文献［１１］已证明，对于｛狓（狀）＝ｅｊ
（ω０狀＋θ０

）｝，ω０＝

βΔω（β可以是小数），Δω＝２π／犖，其传统ＦＦＴ谱

犡（犽）为

犡（犽）＝ｅ
ｊ θ０＋ １－

１（ ）犖 （β－犽）［ ］π · ｓｉｎ［（β－犽）π］

ｓｉｎ［（β－犽）π／犖］

图１　全相位ＦＦＴ谱分析的基本框图（犖＝４）

犽∈ ［０，犖－１］ （１）

其阶数为犖 的无窗ａｐＦＦＴ谱犢（犽）为
［１０，１４］

犢（犽）＝
ｅｊθ０ｓｉｎ２［（β－犽）π］

ｓｉｎ２［（β－犽）π／犖］

犽＝０，１，…，犖－１ （２）

　　取其相位部分，故峰值谱犽＝犽处（对应的频

偏值为δ＝β－犽
）的相位值为

φ犡（犽
）＝θ０＋ １－

１（ ）犖 （β－犽
）π

φ犢（犽
）＝θ

烅

烄

烆 ０

（３）

　　对于序列狓（狀）＝犪·ｃｏｓ（２π犳０狀犜ｓ＋θ０），存在

两个边带谱，但由于ａｐＦＦＴ可以很好地抑制谱泄

漏，即两边带谱相互影响可忽略，故φ犢（犽
）＝θ０ 仍

近似成立。

式（２）表明：ａｐＦＦＴ所测相位是中间样点（输

入样点中第 犖 个样点狀＝０处）的瞬时相位
［１５］。

实际工程中，不一定输入样点序号狀∈［－犖＋１，

犖－１］，而是可能存在一段平移。然而不变的是，

ａｐＦＦＴ所测的永远是中间样点的瞬时相位。如图

２所示犖＝１６的情形：

图２　基于ａｐＦＦＴ测相的样点选取（犖＝１６）

当输入为狓－１５～狓１５时，ａｐＦＦＴ所测的是中间

样点狓０ 的瞬时相位；当输入为狓－１０～狓２０时，测出

的则是中间样点狓５ 的瞬时相位。

需强调，在ａｐＦＦＴ所测相位值是直接从峰值

谱线上取出的，式（３）的测相表达式φ犢（犽
）并不
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像ＦＦＴ测相表达式φ犡（犽
）那样需要利用频偏值

δ＝β－犽
信息，故其测相参数估计模型有望得到

简化。

２　犪狆犉犉犜 测 相 参 数 模 型 及 新 的

犆犚犔犅

针对相位、幅值和频率３未知参数α＝［θ０，犪，

ω０］
Ｔ 情况，Ｒｉｆｅ首先在文献［１４］中推导出复指数

信号｛狓（狀）＝犪·ｅｊ
（ω０狀＋θ０

）｝相位估计的ＣＲＬＢ，而文

献［１３］曾针对高斯噪声干扰下的实信号情形，即

狊（狀）＝狓（狀）＋狑（狀）＝犪·ｃｏｓ（ω０狀＋θ０）＋狑（狀）

（４）

推导出当噪声方差为σ
２ 时，其相位估计克拉美罗

限ＣＲＬＢ３ 为（犖 为样点数）
［１３］

ＣＲＬＢ３＝
２（２犖－１）

犖（犖＋１）ρ
≈
４

犖ρ
（５）

式中ρ为信噪比犪
２／（２σ

２），由于式（３）的ａｐＦＦＴ测

相表达式φ犢（犽
）不依赖于频偏值δ，但依赖于幅

值犪（在测相中需搜索幅度谱峰值），故其测相参数

估计模型可以由三参数模型α＝［θ０，犪，ω０］
Ｔ 简

化为两参数模型α＝［θ０，犪］
Ｔ。基于此模型可推

导出适合于ａｐＦＦＴ的克拉美罗下限ＣＲＬＢ２ 的表

达式。

令犕＝２犖－１，可推出输入观测向量犛＝

［狊－犖＋１，…，狊０，…，狊犖－１］
Ｔ 的联合概率密度函数

犳（犛狘α）＝
１

２πσ（ ）２
犕
２

ｅ
－
１

２σ
２ ∑

犖－１

狀＝ －犖＋１

（狊狀－狓狀
）２

（６）

　　根据参数估计理论，可导出２×２的Ｆｉｓｈｅｒ信

息阵犑为

犑犻犼＝－犈
ｉｎｆ（犛狘α）

α犻α｛ ｝
犼

＝

　　
１

σ
２ ∑

犖－１

狀＝ －犖＋１

狓狀

α犻
·狓狀
α犼
　　犻，犼＝１，２ （７）

　　由于狓（狀）＝犪·ｃｏｓ（ω０狀＋θ０），故采用类似于

文献［１３］的推理，式（７）可进一步表示为

犑犻犼＝
１

σ
２ ∑

犖－１

狀＝ －犖＋１

狓狀

α犻
·狓狀
α犼
　　犻，犼＝１，２ （８）

式中

狓狀

α１
＝
狓狀

θ０
＝－犪·ｓｉｎ（ω０狀＋θ０）

狓狀

α２
＝
狓狀

犪
＝ｃｏｓ（ω０狀＋θ０）

（９）

　　将式（８，９）代入式（７）有

犑１１＝
犪２

σ
２ ∑

犖－１

狀＝ －犖＋１

ｓｉｎ２（ω０狀＋θ０）＝
犪２

２σ
２犕 （１０）

犑１２＝犑２１＝０ （１１）

犑２２＝
１

σ
２ ∑

犖－１

狀＝ －犖＋１

ｃｏｓ２（ω０狀＋θ０）＝
犕

２σ
２
（１２）

　　故Ｆｉｓｈｅｒ信息阵犑２×２可表示为对角阵形式

犑＝
１

２σ
２

犕犪２ ０

０［ ］犕 （１３）

易得出其逆矩阵为

犑－１＝２σ
２
１／（犕犪２） ０

０ １／［ ］犕 （１４）

　　从而ａｐＦＦＴ测相方差的克拉美罗限ＣＲＬＢ２

为

ＣＲＬＢ２＝
２σ

２

犕·犪２
＝

１

犕（犪２／２σ
２）＝

１

犕ρ
（１５）

　　任何ＣＲＬＢ只与耗费的样点长度和信噪比有

关，假定在同样信噪比下，由于ａｐＦＦＴ测相需耗费

犕＝２犖－１个样本，故为便于比较，式（５）ＣＲＬＢ３

表达式中的犖 需用２犖－１替代，将式（１５）除以式

（５）可得

ＣＲＬＢ２
ＣＲＬＢ３

＝
１

（２犖－１）ρ

４
（２犖－１）（ ）ρ ＝

１

４
（１６）

　　从式（１６）可看出，由于ａｐＦＦＴ具有特殊的“相

位不变性”，其测相参数估计模型可简化为两参数

模型，其对应的克拉美罗限仅为传统三参数模型克

拉美罗限的 １／４（即对应差别 ２０ｌｏｇ１０ （４）≈

１２ｄＢ）。

３　犪狆犉犉犜测相误差与频偏分布关系

文献［１０］导出的已得到实验验证的高斯白噪

声干扰下的ａｐＦＦＴ测相方差理论式为

ｖａｒ［φ犢（犽
）］≈

４σ
２

３犖犪２ｓｉｎ犮４（δ）
＝

２

ρ３犖ｓｉｎ犮
４（δ）

（１７）

　　从式（１７）可看出，虽然式（３）所示的ａｐＦＦＴ测

相表达式与式（１５）所示的克拉美罗限均与频偏值

δ＝β－犽
无关，然而其测相误差却与δ有关。

在离散谱中，｜δ｜∈［０，０．５］，由于式（１７）的

ｓｉｎ犮４（δ）＝ｓｉｎ犮
４（｜δ｜）恰好是减函数，因而式（１７）的

ｖａｒ［φ犢（犽
）］为｜δ｜的增函数，即频偏｜δ｜越大，测相

误差也越大。

图３给出狓（狀）＝２·ｃｏｓ（ω０狀＋π／３），ω０＝

（３＋δ）２π／犖，在频偏δ取不同值时的ａｐＦＦＴ振幅

谱分析结果｜犢（犽）｜。

从图３可看出，δ值越大，ａｐＦＦＴ的谱泄漏越

大。众所周知，谱泄漏是造成离散谱分析误差的根

本原因，不仅ＦＦＴ谱分析如此，ａｐＦＦＴ谱分析也

是如此。而文献［１１，１４］已证明，在同样频偏下，
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图３　不同频偏情况下ａｐＦＦＴ幅值谱

ａｐＦＦＴ谱泄漏远低于ＦＦＴ谱，故ａｐＦＦＴ测相精度

远远高于ＦＦＴ测相精度。

４　仿真实验

令谱分析阶数犖＝１２８，狓（狀）＝２·ｃｏｓ（ω０狀＋

π／３），ω０＝（３２＋δ）２π／１２８，分别采用无窗ａｐＦＦＴ

和第１类ＦＦＴ时移相位差法（需对两时延量为犖

个样点的序列分别作ＦＦＴ再求取其主谱线相位

差，故所用数据２犖 个，详见文献［８］）进行２０００

次蒙特卡罗测相仿真。在不同频偏情况下（δ＝０，

δ＝０．１，δ＝０．２，δ＝０．３，δ＝０．４，δ＝０．５），由ＦＦＴ

时移相位差法、ａｐＦＦＴ法所测得的相位方差及其

理论方差（对式（１７）的结果作２０ｌｏｇ１０（·）计算而

得），以及三参数ＣＲＬＢ３ 和本文献推导的两参数

ＣＲＬＢ２ 随信噪比（ＳＮＲ＝２０ｌｏｇ１０（ρ））变化的曲线

分别如图４（ａ～ｆ）所示。

观察图４（ａ～ｆ），可总结出如下规律与结论：

（１）不论是ＦＦＴ还是ａｐＦＦＴ测相，频偏值δ

越大，测相误差也越大，与对应ＣＲＬＢ相差越来越

大。例如δ＝０和δ＝０．５时ａｐＦＦＴ测相方差与

ＣＲＬＢ２ 间距分别为２ｄＢ和１８ｄＢ，而δ＝０和δ＝

０．５时ＦＦＴ时移测相方差与ＣＲＬＢ３ 间距分别为

７．６ｄＢ和３０ｄＢ。

（２）频偏δ较小时（δ在０．１～０．４间），ａｐＦＦＴ

测相方差低于传统 ＣＲＬＢ３；频偏δ较大时（δ＞

０．４），ａｐＦＦＴ测相方差高于ＣＲＬＢ３。但ａｐＦＦＴ测

相方差均高于本文推导的ＣＲＬＢ２，故ＣＲＬＢ２ 才是

真正适合于ａｐＦＦＴ测相的克拉美罗限。文献［１０］

的仿真实验中，谱阶数 犖＝１２８，采样频率犳ｓ＝

３０００Ｈｚ，信号频率犳０＝７５９．４７Ｈｚ，故其数字角

频率ω０＝２π犳０／犳ｓ＝（３２＋０．４０４）２π／１２８，正好相

对应于图４（ｅ）的δ≈０．４情况，故片面地造成了

ａｐＦＦＴ测相方差被ＣＲＬＢ３ 界定的假象。

（３）当δ＝［０，０．４］时，ａｐＦＦＴ实际测相方差曲

线与其理论曲线吻合得很好，这证明式（１７）推导出

的理论式的正确性。

　　（４）δ＝０．５时，ａｐＦＦＴ测相情况出现了门限

图４　测相误差方差随信噪比及频偏值变化

３６１第２期　　　　　　　　　　　　黄翔东，等：全相位ＦＦＴ测相方差及其ＣｒａｍｅｒＲａｏ下限



效应，即ＳＮＲ＜３ｄＢ时，ａｐＦＦＴ实际测相值与理

论值出现较大偏离。结合图３中δ＝０．５的谱图很

好理解：大的频偏引起更严重的谱泄漏，使得无噪

时产生两根幅度相同的峰值谱线，故引入噪声后，

会引起峰值谱搜索的不确定性，导致理论值产生较

大偏离。

５　结束语

本文利用谱泄漏分布特征及其参数估计理论，

成功推导出适用于ａｐＦＦＴ测相的两未知参数克拉

美罗下限ＣＲＬＢ２。通过仿真实验验证了在不同的

信噪比环境和不同频偏情况下，ａｐＦＦＴ测相方差

都能被ＣＲＬＢ２ 所界定。新ＣＲＬＢ的提出对后续

的测相改进研究有较强的理论指导意义。需注意

的是，当频率偏离值δ较低时，ａｐＦＦＴ测相方差与

ＣＲＬＢ２ 间距很近，故性能改进的空间不大；而δ较

高时，ａｐＦＦＴ测相方差与ＣＲＬＢ２ 还有一段不可忽

略的差距。因而如何提高大频偏下的ａｐＦＦＴ测相

性能是今后要进一步改进的工作。
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ＱｉＧｕｏｑｉｎｇ．ＣｒａｍｅｒＲａｏｂｏｕｎｄｓｏｆｒｅａｌｓｉｎｕｓｏｉｄｐａ

ｒａｍｅｔｅｒｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｆｒｏｍ ｄｉｓｃｒｅｔｅｔｉｍｅｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｓ
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［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＤａｔａ Ａｃｑｕｉｓｉｔｉｏｎ ＆ Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，

２００３，１８（２）：１５１１５５．

［１４］ＲｉｆｅＤ，ＢｏｏｒｓｔｙｎＲ．Ｓｉｎｇｌｅｔｏｎｅｐａｒａｍｅｔｅｒｅｓｔｉｍａ

ｔｉｏｎ ｆｒｏｍ ｄｉｓｃｒｅｔｅｔｉｍｅ ｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥ

ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ，１９７４，２０（５）：

５９１５９８．

［１５］ＬｕＪｉａｎ，ＱｉＧｕｏｑｉｎｇ．Ａｎａｌｙｓｉｓｏｆｔｈｅｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｏｂ

ｓｅｒｖａｔｉｏｎｓｔａｒｔｉｎｇｔｉｍｅｏｎＦＦＴｂａｓｅｄｐｈａｓｅｅｓｔｉｍａ

ｔｉｏｎｏｆｓｉｎｕｓｏｉｄ［Ｃ］／／２０１０１０ｔｈＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒ

ｅｎｃｅｏｎＳｉｇｎａｌＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ（ＩＣＳＰ２０１０）．

Ｂｅｉｊｉｎｇ，Ｃｈｉｎａ：［ｓ．ｎ．］，２０１０，１：２６２９．
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