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摘要：由于采样设备和被采样信号的限制，完全的均匀采样很难实现，实际中很多情况也需要用到非均匀采样，而当采样信号是非均匀时采样定理不再适用。使用基于最小二乘法的非均匀频谱分析法，有效地对非均匀采样信号进行频谱分析，详细讨论了频谱噪声的产生原因和影响因素。由于频谱噪声会淹没一些弱信号的频率成分，使用基于最小二乘法的幅值衰减法，有效地衰减强信号频率成分和频谱噪声，通过仿真实验成功检测出幅值为强信号幅值一亿分之一的弱信号，并对非均匀采样信号的频率成分进行高精度的参数估计。
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Abstract: Because of the limitation of sampling equipments and sampled signal, it is hard to sample uniformly, and nonuniform sampling is widely used actually. When data are not sampled uniformly, the sampling theorem no longer applies. It’s effective to analysis the spectrum of the nonuniformly sampled signals by the means of spectrum analysis based on least square technique. The reason for spectral noise and its influence factors are discussed detailedly. Because some weak signal are inundated with the spectral noise, the method of amplitude damping based on least square technique is used to suppress the strong signal and spectral noise effectively. The weak signal, of which the amplitude is one hundred million times smaller than the strong one, is detected successfully in the simulation experiment, and the parameters of the components of nonuniformly sampled signal can be estimated with high accuracy.
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引 言
Shannon采样定理[1]描述的是均匀采样信号，对于非均匀采样信号定理不再适用[2][3]。实际信号采样中，由于采样设备和被采样信号的限制，完全的均匀采样很难实现，实际中很多情况也需要用到非均匀采样，如天文数据的观测、雷达信号的测量等[4]~[7]。
相对于均匀采样，非均匀采样具有抗频率混叠的特性，不受采样定理的限制[4]。目前国内外针对非均匀采样信号的研究主要集中在非均匀采样信号的波形重建[2][8]、非均匀采样信号的谱分析[4][5]、非均匀采样下弱信号的检测[9]~[11]、均匀采样理论在非均匀采样信号上的应用[12][13]等方面。

非均匀采样信号的频谱分析，一般采用非均匀傅里叶变换法[4][5]，该方法涉及到复数运算，在所有频率段内产生频谱噪声，有时候弱信号频率成分会淹没在频谱噪声中而不能被检测出来。针对这种情况，文献[10][11]提出构造陷波器实现小信号提取的方法，这种构造陷波器的方法较为复杂，陷波的宽度和深度要求严格，宽度太窄或深度太浅都起不到陷波作用。文献[14]采用最小二乘法消除特定频率的大幅值信号，从而检测出小信号，方法简单，但不能最大限度地衰减频谱噪声，检测结果中对于各频率分量参数估计的误差最大达到6%，并不能达到很高的精度。

本文提出使用一种基于最小二乘法的非均匀频谱分析法，该方法充分利用最小二乘法则算法简单、数据拟合效果好的优点，不涉及复数运算，能有效地对非均匀采样信号进行频谱分析。由于频谱噪声会淹没一些弱信号频率成分，本文在文献[14]方法的基础上进行一定改进，使用改进基于最小二乘法的幅值衰减法，通过非均匀频谱分析检测出强信号频率成分，并对检测出来的频率成分进行参数估计，然后再将这些频率成分衰减掉，同时最大限度地衰减频谱噪声，检测出非均匀采样下的弱信号频谱。
1 非均匀采样信号的频谱分析

假设非均匀采样时刻为：tn=n△+un，其中△为均匀采样时间间隔，un为随机时间变量(un<△)。当un不存在时，得到的是均匀采样信号，可以通过FFT得到其频谱，但是对于非均匀采样信号，由于采样时间间隔的不确定性，无法直接使用FFT实现其频谱分析。
1.1 基于最小二乘法的非均匀频谱分析法

由傅里叶分析的基本原理知道，一个连续信号可以表示为一系列正弦信号的叠加，一个平稳连续信号x(t)可以由下式来表示：
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式中：Ai为各频率成分的幅值，fi为对应的频率（fi为零时表示是信号的直流成分），θi为相位，K为组成该信号的频率成分数目，理论上为无穷多个。

对信号x(t) 进行非均匀采样，得到一组非均匀采样数据y(tn)(n=1,2,…,N)，tn为非均匀采样时刻，N为采样点数，根据最小二乘法的定义，用y(tn)来计算该信号各频率成分的参数，残差平方和如下：
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式中：A=[A1 A2 … AK]，θ=[θ1 θ2 … θK]，令：ai=Aicosθi，bi=Aisinθi，Ai2=ai2+bi2，θi=tan-1(bi /ai)，Y=[y(t1) y(t2) … y(tN)]T，P=[a1 b1 a2 b2 … aK bK]T，
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其中，Y是N×1维向量，P是2K×1维向量，X是N×2K维矩阵，将以上式子带入式(2)，残差平方和变为：

 f ( A, θ )=‖Y -XP‖2               (3)

由最小二乘法求解式(3)，可得向量P：
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向量P包含了信号各频率成分的参数，下文中称为参数向量。向量Y为非均匀采样数据，经过采样能够很容易得到。矩阵X包含了信号所有的频率成分，下文中称为信号的频率矩阵，如果已知信号全部频率成分的频率，那么通过式(4)可以准确的求出信号的参数向量，但是信号完整的频率矩阵在对其进行频谱分析之前一般都是未知的。理论上信号频率成分的数目K取无穷大，各频率成分之间的频率间隔足够小，通过式(4)可以计算出信号的参数向量，但是在实际的计算中由于运算的庞大很难计算出信号的参数向量。

假设信号某频率成分的表达式为x=Asin(2πft+θ)，由于信号的非均匀采样数据y(tn)包含了该频率成分的贡献量，采用这组非均匀采样数据来估计该频率成分的参数，将式(2)转化成：
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式中，f、A、θ分别为该频率成分的频率、幅值和相位。令a=Acosθ，b=Asinθ，P=[a  b]T，
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，将P和X带入式(5)变成同式(3)形式一样的等式。式中，频率矩阵X变成了N×2维矩阵，P为2×1维向量，最小二乘法求解可以得到：
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为了便于求解参数向量P，引入相移因子τ，相移因子τ满足如下条件[6]：
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引入相移因子τ后，该频率成分表达式变为
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，θ=θτ - τ，令：P=[aτ bτ]T=[Acosθτ Asinθτ]T，频率矩阵X=
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，将频率成分新的表达式、P及X带入式(5)，通过最小二乘法求解参数向量P，结果如下式：
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式中：
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式(8)中等式左边的矩阵得到解耦，求解得：
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                     (9)
从而该频率成分的幅值和相位估计如下：
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上式即为基于最小二乘法的非均匀频谱分析的公式，相对于非均匀傅里叶变换法，该非均匀频谱方法算法简单、不涉及复数运算，能对任意频率成分进行参数估计，可以根据实际情况选择适当的频率分辨率，能有效地消除栅栏现象，而非均匀傅里叶变换法的频率分辨率取决于信号的时域截断长度，并不能有效地消除栅栏现象。此外，该方法还可以针对信号感兴趣的频率范围进行频谱分析，范围外的频率成分则不用进行参数估计，大大地减少了计算量。
对于均匀采样信号，采样需要满足采样定理，才能运用(10)式进行频谱分析，否则将会出现混叠信号；非均匀采样由于采样频率的时变性，使得频谱不再具有对称性和周期性，具有了抗频率混叠的特性。另外，由于频率矩阵为N×2维矩阵，并没有包含信号所有的频率成分，计算出来的信号在某一频率成分处的幅值和相位并不是其真实值，存在一定的偏差，这种偏差即为频谱噪声，有时候弱信号频率成分会被频谱噪声淹没，从而不能检测出来，以下将针对由这种偏差引起的频谱噪声进行分析和讨论。

由前面分析可以知道，信号x(t)由式(1)来表示，其一组非均匀采样数据y(tn)等于：
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假设该信号第j个频率成分为xj=Ajsin(2πfjtn+θj)，其中j=1,2,..,K，对于该频率成分有：
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将式(11)带入式(12)得到式(13)。式(13)中，Sij和Cij由于采样的非均匀性其值并不等于零，正是由于Sij和Cij非零，才使得利用式(10)求到的信号某频率成分幅值和相位存在偏差，这种偏差导致了信号频谱在整个频率范围内都存在频谱噪声，偏差的大小直接决定了频谱噪声的大小。
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从(13)式可以看出，信号在某个频率成分处的频谱噪声与信号其他频率成分的参数有很大的关系。幅值Ai越大，在第j个频率成分处产生的频谱噪声越大，如果第j个频率成分作为弱信号与其他频率成分之间幅值相差较大，那么强信号频率成分产生的频谱噪声有可能淹没该弱信号，因此，可以将强信号的频率成分衰减掉，减小频谱噪声并检测出弱信号。另外，在非均匀采样中，Sij /SSj和Cij /CCj是一个很小的数，SSj、CCj近似等于N/2[6]，随着采样点数N的增大，SSj、CCj 逐渐增大，Sij、Cij变化不大，Sij /SSj和Cij /CCj随着采样点数的增加有减小的趋势，因此，增大采样点数可以衰减一定的频谱噪声。

1.2 仿真实验
为了验证上文提出的运用最小二乘法对非均匀采样信号进行频谱分析的有效性，本文进行了如下仿真实验。假设一个含五个频率成分的信号x(t)如下：


[image: image21.wmf]5

1

()sin(2)

pq

=

=+

å

iii

i

xtAft

               (14)

式中，各频率成分的频率：f1=100Hz，f2=200Hz，f3=300Hz，f4=500Hz，f5=600Hz；幅值：A1=1E-7，A2=0.01，A3=1，A4=6，A5=10；相位：θ1=π/8，θ2=π/3，θ3=π/4，θ4=π/5，θ5=π/6。对该信号进行非均匀采样，采样点数为800，采样时刻(ms)如下：
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式中：un是均匀分布在(2ms，4ms)的随机数，将得到的非均匀采样数据利用式(10)进行频谱分析，得到的频谱如图1所示。
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图1 非均匀采样信号的频谱

图1中，频率成分f4和f5被直接检测出来，其幅值与真实值很接近，频谱内没有出现频率混叠的现象，出现了幅值大约为强信号f5幅值1/10的频谱噪声，使得幅值相对较小的频率成分f1、f2和f3被淹没在频谱噪声中而不能被检测出来。1.1节分析了频谱噪声产生的原因和影响因素，提出增加采样点数可以衰减一定的频谱噪声，为了验证以上结论，分别采样1600个点和8000个点，对两组非均匀采样数据进行频谱分析，得到的频谱如图2、3所示。
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图2 非均匀采样点数为1600的频谱
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图3 非均匀采样点数为8000的频谱

对比图1、2、3可以知道，随着采样点数的增加，整个频率范围内的频谱噪声逐渐衰减。采样点数等于1600时，频谱噪声有一定地衰减，幅值为最大幅值1/10的频率成分f3能看到一定的幅值，但是由于周围频谱噪声的存在使得f3不能很明显地被检测出来。采样点数等于8000时，频谱噪声衰减得很小，频率成分f3很明显地被检测出来，弱信号f1和f2由于幅值太小，仍然不能被检测出来。

以上的仿真实验成功验证了运用最小二乘法对非均匀采样信号进行频谱分析的有效性，当信号各频率成分的幅值相差不大时，该方法能够准确地检测出信号的各频率成分，频谱中不会产生频率混叠；当各频率成分幅值相差较大时，对于幅值相对较小的频率成分会淹没在频谱噪声中而不能被检测出来。增加采样点数能衰减频谱噪声，但是采样点数的增加将增大频谱分析的计算量，使得频谱分析变得耗时，在实际频谱分析中可以适当地增加采样点数来衰减频谱噪声。

2 非均匀采样中弱信号的检测

虽然增加采样点数可以衰减频谱噪声，检测出某些弱信号，但是对于某些十分微小的弱信号，增加采样点数仍然不能被检测出来，如同上节仿真实验中的频率成分f1，并且增加采样点数将增大频谱分析的计算量，使得频谱分析变得复杂、耗时，因此仅仅依靠增加采样点数来检测弱信号是不实际的。

由1.1节的分析可以知道，在采样点数一定的情况下，频谱噪声与弱信号以外的其他频率成分的参数有关，主要与幅值有关，要把弱信号检测出来需要将幅值较大的频率成分衰减掉。本文在文献[14]方法的基础上进行一定的改进，使用改进的基于最小二乘法的幅值衰减法对非均匀采样中的弱信号进行检测，方法简单，能最大限度地衰减频谱噪声，并对非均匀采样信号的频率成分进行高精度的参数估计。
2.1 幅值衰减法对弱信号的检测

假设信号x(t)含有K个频率成分，表达式如式(1)所示，y(tn)(n=1,2,…,N)是该信号的一组非均匀采样数据，Y=[y(t1) y(t2) …y(tN)]T，改进的幅值衰减法检测非均匀采样中弱信号的具体步骤如下：

1) 运用最小二乘法对非均匀采样信号进行频谱分析，检测出幅值较大的频率成分，假设为K1个；

2) 构造这K1个频率成分的有限维频率矩阵XK1，XK1为N×2K1维，利用式(4)进行参数估计，求出该K1个频率成分的参数向量PK1，根据参数向量PK1求出各个频率成分的估计幅值和相位；

3) 对这K1个大幅值的频率成分进行衰减，衰减后的采样数据y1(tn)如下式：
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式中：Ai和θi为检测出来的频率成分估计幅值和相位，fi为各频率成分的频率。

4) 对衰减后的非均匀采样数据y1(tn)按照步骤1进行频谱分析，检测出弱信号频率成分K2’个，加上已经检测出来的频率成分K1个，此时总共检测出信号的频率成分K2个，K2=K1+ K2’；

5) 按照步骤2的方法，构造这K2个频率成分的有限维频率矩阵XK2，XK2为N×2K2维，估计出信号该K2个频率成分的幅值和相位；

6) 按照步骤3的方法对以检测出来的K2个频率成分在原非均匀采样数据的基础上进行衰减，衰减后的采样数据y2(tn)如下式：
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7) 重复步骤4~6，检测出信号的所有频率成分。

从以上步骤可以看出，改进的幅值衰减法中用来估计信号频率成分参数的频率矩阵为N×2K0维矩阵，K0为检测出来频率成分的总数目，随着检测出来频率成分的增加，构造的频率矩阵越来越接近信号完整的频率矩阵，对信号频率成分的参数估计越来越接近真实值，能够最大限度地衰减频谱噪声。而文献[14]所用到的频率矩阵只包含每进行一次频谱分析检测出来的频率成分，并不包含之前检测出来的频率成分，随着检测出来频率成分的增加，频率矩阵并不是越来越接近信号完整的频率矩阵，不能最大限度地衰减频谱噪声和对频率成分进行高精度的参数估计。
2.2 仿真实验

为验证上文提出的改进基于最小二乘的幅值衰减法检测非均匀采样中弱信号的有效性，对1.2节用到的含五个频率成分的信号x(t)进行了以下仿真实验。
首先，对信号x(t)进行非均匀采样，得到一组非均匀采样数据y(tn)，采样点数为800，采样时刻(ms)如式(15)所示。用最小二乘法对非均匀采样的数据进行频谱分析，检测出信号中的大幅值频率成分，得到的频谱如图1所示。

图1中，大幅值频率成分f4和f5被检测出来，频率成分f1、 f2和 f3被淹没在频谱噪声中而不能被检测出来。构造f4和f5的频率矩阵，利用式(4)进行参数估计，估计值如表1所示。在采样数据y(tn)的基础上将频率成分f4和f5进行衰减，对衰减后的采样数据y1(tn)进行最小二乘频谱分析，得到的频谱如图4所示。
表1  f4和f5的参数估计

	频率/Hz
	幅值
	相位

	
	真实值
	本文方法
	真实值
	本文方法

	500
	6
	6.0177
	0.62832
	0.63212

	600
	10
	10.038
	0.5236
	0.52707
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图4  f4和f5衰减后的信号频谱

图4中，频率成分f4和f5被成功衰减，f3很明显地被检测出来，弱信号f1和 f2淹没在频谱噪声中仍然不能被检测出来。对于检测出的f3、f4和f5三个频率成分，构造其频率矩阵，对三个频率成分进行参数估计，估计值如表2所示，相对于表1的结果，f4和f5参数估计值的误差明显减小。在采样数据y(tn)的基础上将三个频率成分衰减，将得到采样数据y2(tn)进行频谱分析，如图5所示。

表2  f3、f4和f5的参数估计

	频率/Hz
	幅值
	相位

	
	真实值
	本文方法
	真实值
	本文方法

	300
	1
	0.99978
	0.7854
	0.78548

	500
	6
	5.9998
	0.62832
	0.62829

	600
	10
	10
	0.5236
	0.52363


[image: image31.png]0.015

0.01 200Hz





图5  f3、f4和f5衰减后的信号频谱

图5中，频率成分f3、f4和f5被成功衰减，f2很明显地被检测出来，对于更小的弱信号f1仍然被淹没在频谱噪声中不能被检测出来。按照上面的检测方法，在采样数据y(tn)的基础上将频率成分f2、f3、f4和f5衰减，其参数估计如表3，相对于表1和表2，各频率成分参数估计值的误差更小，与真实值几乎没有什么差别。将衰减后的采样数据y3(tn)进行频谱分析，得到的频谱如图6所示。

表3  f2、f3、f4和f5的参数估计

	频率/Hz
	幅值
	相位

	
	真实值
	本文方法
	真实值
	本文方法

	200
	0.01
	0.01
	1.0472
	1.0472

	300
	1
	1
	0.7854
	0.7854

	500
	6
	6
	0.62832
	0.62832

	600
	10
	10
	0.5236
	0.5236
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图6  f2、f3、f4和f5衰减后的信号频谱

图6中，频率成分f2、f3、f4和f5被成功衰减，弱信号f1很明显地被检测出来。当弱信号f1检测出来以后，构造频率成分f1、f2、f3、f4和f5的频率矩阵进行参数估计，由于构造的频率矩阵为信号完整的频率矩阵，因此对于各频率成分的参数估计达到很高的精度，基本没有误差，估计结果如表4所示。

表4  f1、f2、f3、f4和f5的参数估计

	频率/Hz
	幅值
	相位

	
	真实值
	本文方法
	真实值
	本文方法

	100
	1E-7
	1E-7
	0.3927
	0.3927

	200
	0.01
	0.01
	1.0472
	1.0472

	300
	1
	1
	0.7854
	0.7854

	500
	6
	6
	0.62832
	0.62832

	600
	10
	10
	0.5236
	0.5236


以上的仿真实验成功检测到了幅值为强信号幅值一亿分之一的弱信号，验证了基于最小二乘法的幅值衰减法检测非均匀采样中弱信号的有效性，该方法能最大限度地衰减大幅值的频率成分和频谱噪声。运用该方法还能对非均匀采样信号的频率成分进行高精度参数估计，从表1到表4可以看出，检测到的频率成分越多，各频率成分的参数估计值越接近真实值，当所有的频率成分被检测出来以后，各频率成分的参数估计值同真实值之间几乎没有误差，如表4所示，实现了非均匀采样信号各频率成分的高精度参数估计。

3 结论

1) 利用最小二乘法则算法简单、数据拟合效果好的优点，对非均匀采样信号进行频谱分析，当信号各频率成分的幅值相差不大时，能够准确地检测出信号的各频率成分，频谱中不会产生频率混叠，但是会产生一定幅值的频谱噪声，可以通过适当地增加采样点数来衰减频谱噪声。

2) 基于最小二乘法的幅值衰减法能有效地衰减信号大幅值的频率成分和频谱噪声，最大限度地消除频谱噪声的影响，检测到非均匀采样下幅值很小的弱信号，还能对非均匀采样信号的各频率成分进行高精度的参数估计。
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