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摘要：为了提高CIR利率期限结构模型中的状态估计精度，本文建立了该问题的离散非线性滤波模型，采用高斯粒子滤波法进行状态近似最优估计。相对于文献中普遍采用的扩展卡尔曼滤波方法，高斯粒子滤波法避免了线性近似带来的误差，利用基于重要性采样得到的高斯分布来近似状态变量的后验分布，具有更强的状态估计能力。仿真实验比较了高斯粒子滤波和扩展卡尔曼滤波两种非线性估计法，结果表明，基于高斯粒子滤波的CIR滤波模型更准确地描述了利率期限结构的动态变化特征。
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Abstract: To improve the state estimation accuracy for CIR term structure model of interest rates, this paper establishes the discrete nonlinear filtering formulation of CIR model and then adopts Gaussian particle filter (GPF) to generate the approximate optimal state estimation. Compared with the popular extended Kalman filter (EKF), GPF employs Gaussian distribution based on importance sampling algorithm to approximate the posterior probability while avoiding the error resulting from linearly approximating the function itself. The two nonlinear estimation methodologies are implemented and compared on simulated data. Results are presented to demonstrate the more accurate ability of GPF-based CIR filtering model to describe the dynamics of the term structure of interest rates.
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0 引言

利率期限结构反映了零息票债券价格和到期期限之间的关系，针对该问题的研究是金融市场中一项基础而重要的工作。利率期限结构模型包含两个紧密相关的课题，一方面指在某个交易日，结合不同的利率期限，从债券交易数据中横向提取出利率期限结构；另一方面研究债券价格在时间轴上的纵向运动行为[1,2]。前者表现为债券价格与状态变量及到期期限之间的函数关系，后者表现为由状态变量驱动的动态模型。
提高利率期限结构估计的精度可以更准确地为利率衍生品定价，更有效地进行利率风险管理，更深刻地理解经济危机的潜在根源[3]。对于利率期限结构模型的估计，传统上采用横向和纵向两个维度分开来分析的方法，这种做法不能充分利用同时来自两个维度的信息，造成一定的估计误差[4-5]。采用卡尔曼滤波法（Kalman filter, KF）[6] 进行利率期限结构的估计，可以同时利用这两个维度的数据，即面板数据，来进行充分有效的估计。卡尔曼滤波作为一种最优线性滤波器，适用于线性高斯模型，并已在利率期限结构模型中的线性高斯状态空间系统里得到了成熟的应用[7-8]。然而，当利率期限结构系统表现出非线性时，卡尔曼滤波的使用受到限制，学者们对此提出了各种近似估计法[9-11]。其中，近年来得到广泛应用的是扩展卡尔曼滤波法（extended Kalman filter, EKF）[11-14]，这种方法通过泰勒级数展开，对系统的非线性函数进行一阶线性化截断，再结合经典的卡尔曼滤波得到原非线性滤波问题的次优滤波算法。在EKF算法中，状态分布和噪声统计特性由高斯随机变量近似，均值和均方估计通过一阶线性近似方程递推计算，这种近似过程使得变换后的高斯随机变量的均值和方差与真实值之间产生误差，对于强非线性系统甚至产生发散的滤波结果。在利率期限结构估计领域，当前有一类非线性滤波器——粒子滤波得到了学者们的关注[15-16]。粒子滤波是一种基于贝叶斯估计原理的序贯Monte Carlo模拟方法，以一组随机样本（粒子）及其权重构成的离散随机测度对状态的后验概率密度进行近似，而不对非线性模型本身作任何近似，具有比EKF更高的精度；该方法独立于系统模型，因此适用于任意非线性非高斯的随机系统[17-18]。粒子滤波的主要问题是存在粒子退化现象，即经过多次迭代后，权值可能只集中在少数粒子上，大量的计算工作将被浪费在更新那些对估计后验概率密度没有贡献的粒子权值上；解决这一问题的主要途径是进行重采样（Sampling Importance Resampling, SIR），通过对粒子及其相应权值表示的概率密度函数进行重采样，增加权值较大的粒子数，减少权值较小的粒子数[19]。重采样方法在一定程度上解决了粒子退化问题，但是以牺牲粒子多样性为代价。高斯粒子滤波（Gaussian Particle Filter, GPF）是对SIR算法的改进，它采用粒子滤波法得到一高斯密度函数，以此分布来近似后验概率密度，与基于SIR算法的粒子滤波相比，GPF避免了重采样，容易实现，计算量小[20]。与EKF相比，GPF虽然也是用高斯随机变量来近似状态分布，但是其滤波过程是通过真实的非线性系统进行，通过对该分布进行采样和赋予权值，得到加权粒子集，从而描述随机变量的均值和方差；当粒子数趋于无穷时，GPF获得渐进最优估计。
1 CIR利率期限结构的滤波模型

CIR模型（Cox-Ingersoll-Ross模型）是学术界和实际应用中经典的利率期限结构模型之一[21]，该模型的成功之处在于它克服了以往利率模型中短期利率可能为负的缺陷，同时具有以下特性：保留了以往模型中的利率均值回复特性，符合资本市场的实际情况；短期利率的标准差同利率的大小有关，客观反映了利率的随机行为。
如果短期利率
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则称短期利率
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表示短期利率的漂移项，
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为标准维纳过程。将连续时间过程离散化，则（1）中的状态变量
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为离散时间间隔，
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为状态变量变化的随机项，服从
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分布，其均值为0，方差为
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。（1）称为离散状态方程。
市场上能观测到的零息票债券的价格
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这里，
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为债券到期期限，
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为当前时间，
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为债券到期时间。将ITO引理应用于（1）和（3）可得一关于
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的随机微分方程，利用鞅过程的特性，将其转化为偏微分方程，再结合（3）得到的
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的一阶和二阶微分，可进一步化为常微分方程。最后采用常数变易法求解该常微分方程，可得
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其中，
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为市场风险价格。在某一确定时间，不同到期期限对应不同的债券价格，在估计状态变量时，我们很自然地假定针对不同的债券价格，方程（3）分别存在一个量测误差。另一方面，从理论上讲，债券价格由状态变量的取值决定，但通常在某一时间，观测到的债券价格数量往往大于状态变量的个数，必须引入量测误差项。误差项的存在可以认为是考虑到买卖差价、量测值的非同步性、数据的量测误差等。因此，在（3）的基础上得到量测方程
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通常，我们假定，
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为误差项的方差-协方差矩阵，通常为了实证研究的方便，假定
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为一对角阵。（2）和（7）构成了CIR利率期限结构的状态空间模型。
2 基于GPF的CIR模型状态估计

基于GPF的CIR模型估计问题可以归结为从带噪的量测值
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中估计状态变量
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的贝叶斯滤波问题，
[image: image43.wmf]M

为债券到期期限的种类个数。GPF的主要思想是假定系统的后验概率密度函数和先验概率密度函数为高斯分布，然后对该分布进行抽样，将得到的样本和权值应用于状态变量的估计[22]。滤波过程分为量测更新和时间更新两个阶段。
在量测更新阶段，对重要性函数
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代表粒子数。对GPF来说，重要性函数的一种简单选取就是使
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表示方差估计。因此，给定量测
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其中，
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然后对权值归一化，得
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状态变量
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在时间更新阶段，假设在时刻
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一步预测的均值
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之后返回到
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时刻的量测更新步骤。
3 仿真分析

为了验证GPF在CIR模型估计中的效果，将GPF和EKF进行了对比分析，软件环境为Matlab R 2009b，硬件环境为奔腾IV2.4GHz，1.5GB内存。仿真中采用债券到期期限分别1、3、5、10年期的4列周量测值，仿真总步数
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[13]。根据假设的初始时刻状态值
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，通过CIR滤波模型的状态方程和量测方程，仿真得到系统真实值
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，分别采用GPF和EKF滤波器进行状态变量的滤波，独立仿真次数
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为了比较GPF和EKF在估计偏差方面的性能，引入均方根误差（Root Mean Square Error, RMSE）作为评价指标，一次独立仿真的均方根误差定义为
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其中，
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表1给出了GPF和EKF在100次Monte Carlo仿真输出中的平均RMSE以及一次仿真时间比较，粒子数取200。
表1 GPF（N=200）和EKF性能比较

	滤波器
	GPF
	EKF

	mean_RMSE
	0.0009034
	0.0014

	时间（秒）
	3.2141
	0.2366


GPF粒子数为500时100次独立仿真的RMSE曲线如图1，EKF100次独立仿真的RMSE曲线如图2，两次仿真均采用同一组数据。
对于非线性CIR模型，GPF和EKF都能对系统进行有效的仿真逼近，二者均是有偏估计，但GPF的滤波精度明显高于EKF，GPF在粒子数为200时的滤波精度约为EKF的1.5倍左右，粒子数为500时的滤波精度约为EKF的2.2倍左右。
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图1 100次独立仿真的GPF（N=500）的均方根误差
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图2 100次独立仿真的EKF的均方根误差
当粒子数为200时，GPF的计算量是EKF的13.6倍左右，可见，GPF的运算量要远大于EKF算法，这在高维模型和对实时性要求较高的环境中，是个不容忽视的问题。在利率期限结构估计领域中，研究对象多选择包含1到3个状态变量的模型，且无特别实时性要求，出于对滤波精度的考虑，GPF是较优的选择。

考虑到粒子数目对滤波器的估计性能具有一定的影响，表2给出了GPF在不同粒子数目情况下的滤波精度及滤波时耗的比较。随着粒子数目的增加，RMSE值不断降低；另一方面，随着粒子数目的翻倍，运算量也在翻倍提升。
表2 GPF粒子数目、RMSE及时耗对比

	粒子数
	mean_RMSE
	时间（秒）

	200
	0.0009034
	3.2141

	500
	0.0006468
	6.3310

	1000
	0.0005861
	12.6674


可见，基于GPF的潜变量估计较之EKF更加逼近真实值，并且随着粒子数目的增加，其估计精度不断提高。这是因为EKF通过采用参数化的解析形式对函数本身进行线性近似时，其滤波过程中的均值和方差解析地通过一个非线性系统的一阶线性近似形式进行传递，引入了较大的误差。而GPF对模型的非线性非高斯并不敏感，要想获得更高的滤波精度，只要加大粒子数目即可，粒子数越多，其滤波过程中各阶矩的估计越接近真实情形，状态分布越逼近后验概率分布，精度越高。
4 结论

本文以利率期限结构领域的经典CIR模型为研究对象，采用GPF对该非线性模型的状态变量进行估计。通过Monte Carlo仿真实验比较了GPF与EKF的滤波效果，前者是用一定数目的加权粒子来直接近似状态变量的后验概率分布；后者是基于非线性函数的一阶线性近似，在估计系统状态和方差的时候引入了较多的误差。仿真结果显示GPF具有比EKF更高的估计精度，可以更好地描述CIR利率期限结构的动态变化特征。同时，由于GPF是基于Monte Carlo统计分析和贝叶斯估计原理的一种滤波算法，其计算量要大于EKF，但是，随着计算机计算能力的不断提高，算法复杂度已不是障碍。GPF算法不受模型形式和统计特性的影响，因此，GPF不仅适用于线性高斯环境，而且能应用于非线性非高斯情形，尤其在强非线性非高斯环境中一些复杂问题的求解上，GPF将是较优的选择。本文仅对利率期限结构领域中的经典模型做了分析，该领域还有许多非线性非高斯模式，值得采用基于GPF的利率期限结构估计方法来进行进一步的研究。
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