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Two Algorithms for FDOA Estimation Based on Adaptive Phase Compensator 
Abstract：The adaptive phase shift compensator is introduced to estimate the frequency difference of arrival (FDOA), by aligning the time-varying phase shift adaptively. According to the different computation methods, two estimation algorithms，the algorithm based on time average and the algorithm based on linear fitting，are proposed by using adaptive compensation factors. The estimator based on time average is asymptotically unbiased, with controllable error, small mean square error and low computational complexity. Simulation results also show that the performance of the algorithm based on linear fitting is close to CRLB when signals’ SNR are more than -3 dB. 
Key words： frequency difference of arrival; adaptive phase compensation; time average;  linear fitting
摘 要：本文将约束的自适应相位差估计补偿算法引入到频偏估计当中，实现信号间相位对齐。然后，利用自适应相位补偿因子，根据估计方式的不同，给出了两种频偏估计算法：基于时间平均的算法与基于线性拟合的算法。基于时间平均的频偏估计算法是一种渐进无偏的估计算法，具有可控的误差和非常小的均方差，以及计算简单的特点。仿真结果表明当信号信噪比大于-3dB时，基于线性拟合的频偏估计算法性能与CRLB非常接近。
关键词：到达频差估计；自适应相位补偿；时间平均；线性拟合
文献标识码: A    中图分类号:TN911.7
1 引言
到达频差估计（Frequency Difference of Arrival，FDOA）在通信系统、定位系统中都具有重要地位。相对于非常短的信号采样间隔而言，根据频偏产生的原理，可以把到达频偏分为时变频偏和非时变频偏。发射天线与接收天线之间如果有相对运动，接收信号就会有多普勒频率偏移。由于该相对运动的速率往往是时变的，因此多普勒频移被认为是时变频偏。对于通信系统，以及采用多接收机结构例如天线阵、传感器网等的系统，由发射机与接收机之间，以及不同接收机之间本地振荡器的频差变化非常缓慢，因此该频偏可以认为是非时变。对于通信系统而言，期望消除频偏，对于定位系统而言，则期望利用频偏，因此作为必不可少的信号处理环节，FDOA估计在各种通信系统、雷达声纳等定位系统、电磁传感网、天线阵系统中均有重要应用。

目前，针对不用的应用环境，已提出了许多频偏估计算法。例如，参考文献[1][2]中提到了许多基于数据辅助的频率估计算法，如对数包络法、自相关函数法、各阶电平通过率法和均方相位差分法。基于数据辅助的频偏估计算法可以获得较好的估计性能，通用性差是它们的主要问题之一。而文献[3]总结了许多通过信号协方差矩阵特征值计算频偏的算法，这些算法的主要问题之一是计算量大，尤其是当信号的频偏时变时更是如此。另外，对于以信号同步为目的的频偏估计应用中，由于估计误差的客观存在，使得信号经过频偏补偿后还可能存在较大的累积相位差。自适应类算法能够将相位差异补偿与频偏估计相结合起来，在估计时变参数方面具有独特的优势，因此D. M. Etter和D. R. Hush提出了基于时变延迟的自适应频率估计器（Adaptive Frequency Estimator，AFE）[4]，用于估计带噪声的单音正弦信号频率。他们将两个单音正弦信号之间的频率差异转化为时变的延迟差异，自适应滤波器的形式约束为基于SINC函数的延迟滤波器。在AFE基础上，S. R. Dooley、A. K. Nandi、H.C.So、P.C.Ching和许多研究者分别对自适应频偏估计算法进行了研究，并且将AFE算法推广至基于高采的窄带信号间频偏估计，提出了直接频偏估计、状态空间法、线性预测法、最小二乘法以及基于时变延迟的频偏估计等算法[5]-[13]。
针对更为一般的信号，本文将文献[4]-[9]的自适应原理推广应用于相位差的估计与补偿，在对自适应相位差补偿算法进行研究分析的基础上，利用所估计的时变相位偏差，计算相位偏差变化率，从而估计出信号间频偏量。本文分别采用时间平均和线性拟合的方式获得了信号之间的频偏估计，而根据频偏估计方式的不同，得到两种频偏估计算法。

2 自适应相位差补偿算法

多个传感器所接收的信号之间存在初始相位差异，该相位差异由接收机本地振荡器差异、传感器布局、信号传输等多个方面综合产生。以两路信号为例，信号可以建模为：
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其中
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为两路信号，信号间除了噪声的差异外，还存在固定相位偏差
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。
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为平稳的未知信号。
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为两路信号的加性高斯白噪声，服从独立不相关的复高斯分布，均值为0，方差分别为
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为采样时刻，不失一般性，这里假设采样间隔为1s。

2.1算法介绍
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图1 自适应相位差补偿算法系统框图
文献[4]-[9]自适应算法中，通过对输入信号进行信号延迟的自适应补偿，使得补偿后的信号与参考信号对齐，并在最小均方误差准则下计算和修正信号延迟补偿因子。自适应相位差补偿算法是将自适应原理应用于相位差的估计与补偿中，其系统框图如图1所示。在自适应相位差估计系统中，两路信号
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分别作为输入信号和参考信号。
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时刻相位差
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的估计值。将信号
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利用估计的相位差
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进行补偿后，与参考信号
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相减，计算此时的误差信号
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。最后，基于最小均方误差准则，计算和更新下一时刻的相位差估计值。从系统框图可以看出，误差信号
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可以表示为： 
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对上式两边进行模平方运算，再取均值得：
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其中， 
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是信号
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的自相关函数，是由信号
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完全确定的未知固定值，
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确定的定值。

因此，由式(3)可知，当
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取得最小值时，信号的均方误差最小。而当且仅当
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条件下等于
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时，
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取得最小值。因此，可以通过最小化均方误差准则估计相位差
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。对于此类问题，利用瞬时值代替平均值，并采用梯度算法来搜索最小值是一个常用的处理方法。根据最速下降算法原理，梯度
[image: image37.wmf](

)

k

Ñ

可以表示为：


[image: image38.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

{

}

2

*

*

ˆ

ˆ

**

11

ˆ

*

1

ˆ

ˆ

ˆ

2Im

jkjk

jk

ek

k

k

ekek

ekek

kk

jekxkeekxke

ekxke

qq

q

q

qq

-

¶

Ñ=

¶

¶¶

=+

¶¶

éù

=-

ëû

=

                    (5)
这里
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的复共轭，符号
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为取复数的虚部运算。在获得误差梯度
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条件下，进行相位偏差的更新，
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时刻的相位偏差估计值
[image: image44.wmf](

)

ˆ

1

k

q

+
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这里
[image: image46.wmf]m

是相位偏差更新的步长因子，通常设置为一个小的正数。
自适应相位差补偿算法可以总结为以下几个步骤：

a) 相位差补偿
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b) 误差计算
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c) 根据式(6)进行相位偏差更新。

2.2自适应相位差补偿算法分析

由将式(1)和式(2)代入式(6)得：
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设信号
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服从与噪声独立的零均值高斯分布，方差
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。对上式取均值，
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解得
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其中
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是算法设置的初值，不妨设为0。因此由式(11)可知，当
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因此，算法为渐进无偏估计。

关于
[image: image60.wmf]m

的取值对算法的影响，在文献[14]中有详细的讨论。总的来说，在满足算法收敛性要求条件下，
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值越大，算法的跟踪能力越强，但是同时估计值的方差也越大。因此，对于非时变的相位偏差而言，为了提高估计精度，
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可以取一个非常小的正数。而对于如信号间存在固定频率偏移的时变相位偏差的信号而言，
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值应当随着频率偏移量的增大而适当提高，否则可能无法跟踪时变相位偏差。

3  基于自适应相位差补偿的频偏估计算法

自适应类算法的一个重要特点在于具备良好的跟踪性能，可以用于适用于时变参数估计。对于时变的相位偏差，式(1)的信号模型可以相应地修改为：
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因此均方误差表示为：
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由上式可知，当且仅当
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条件下等于
[image: image68.wmf](

)

k

q

时，取得最小值均方误差。利用最小均方误差准则的自适应算法同样可以估计和跟踪时变的相位偏差。

当信号间存在固定的频率偏差时，相位偏差是线性时变的，可以表示为：
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其中，
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是两路信号之间的频率偏差。当以采样速率做归一化的频率偏差相对较小时，自适应算法可以很好地跟踪和补偿线性时变相位差异；当归一化频率偏移增大时，该自适应相位补偿算法仍然可以锁定相位差变化率，但可能存在较大的估计补偿误差；当归一化频率偏移进一步增大，超出了算法的跟踪能力范围，算法将出现失锁状态。因此，在归一化频率偏差不太大，自适应相位差补偿算法可以锁定由于频偏引起的线性时变相位条件下，通过相位偏差变化率，可以相当方便地估计出频率偏差。下面介绍本文提出的两种频率偏差估计方法
3.1算法1：基于时间平均的频偏估计算法

根据式(15)可知，相位偏差的变化率
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可以用以下方式进行估计：
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其中
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时刻对
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的估计。估计
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由式(18)可知，该估计是渐进无偏估计的。不仅如此，相位估计算法进行
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次迭代计算（
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为相对较大的整数），完成收敛后，通过求估计值
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时间平均的方法，能够显著降低估计频偏估计的方差。


[image: image82.wmf](

)

1

ˆ

ˆ

1

K

kM

vvk

KM

=

=

-+

å

                                  (19)
其均值为：
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其中估计偏差
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的极限得：
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由式（21）可知，当
[image: image87.wmf]M

趋于
[image: image88.wmf]¥

时，估计偏差极限等于0。同时，由
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³

的假设条件可知当
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趋于
[image: image91.wmf]¥

时，
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亦趋于
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，算法1为渐进无偏估计。通过参数
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和
[image: image95.wmf]K

的调整，算法1的估计偏差是可由控的。

3.2  算法2：基于线性拟合的频偏估计算法

由于
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其中
[image: image99.wmf],1,,
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。利用最小二乘线性拟合可以获得直线的斜率
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的估计值
[image: image101.wmf]ˆ
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其中：
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4  频偏和初始相偏联合估计的CRLB
两路存在频偏和初始相位偏差的信号模型如下式所示：
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其中
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均为平稳高斯随机过程，且互不相关，均值为0，方差分别为
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。求频偏估计
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和初始相偏估计
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的Cramer-Rao下界。

数据样点
[image: image114.wmf]()

xk

和
[image: image115.wmf]()
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的联合概率密度函数为：
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其中：
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协方差矩阵为：
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协方差矩阵的行列式为：
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因此，
[image: image120.wmf]K

对数据样点的联合条件概率密度函数为： 
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从而对数似然函数为：
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由于式（27）和（28）可知
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，式（31）的二次偏导为：
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因此： 
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Fisher 信息矩阵为：
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其逆矩阵为：
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因此，频偏估计
[image: image134.wmf]ˆ

v

和初始相偏估计
[image: image135.wmf]0

ˆ

q

的Cramer-Rao下界为：
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5  算法仿真

在Matlab仿真中，采用式(13)的两路信号模型，其中信号
[image: image137.wmf]()

sk

是方差为1的零均值高斯随机变量，信号采样速率为1Hz。
5.1自适应相位差补偿算法仿真

信号
[image: image138.wmf]1
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xk

和
[image: image139.wmf]2
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xk

的信噪比均为3dB，且信号间存在固定相位偏差，大小为
[image: image140.wmf]3

p

rad。仿真中相位偏差估计的初始值设为0，
[image: image141.wmf]m

分别取0.05、0.01、0.005、0.002。相位偏差估计曲线如图2所示，更新步长因子
[image: image142.wmf]m

取不同值时的相位偏差估计曲线。
从图2的仿真结果可以看出，通过算法的迭代运算，实现了对信号间相位偏差的估计和补偿。随着
[image: image143.wmf]m

的减小，相位偏差估计精度相应地提高，收敛后估计值的抖动减小。但是于此同时，算法收敛时间也增长了。因此，从仿真中可以看出，估计的方差与收敛速度之间是矛盾的。为了获得较快的收敛速度和较小的估计方差，可以对算法进行改进，采用可变步长因子，是兼顾收敛速度与精度的有效方法[14]。在算法收敛过程中，采用较大的步长因子，可以加快收敛速度，而当算法收敛后，则改用相对较小的步长因子，以获得较好的估计精度。
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图2 相位估计跟踪曲线

5.2 频偏估计性能仿真

采样速率1Hz，信号间归一化频率偏移为0.001，信号间初始相位差
[image: image145.wmf]0

q

为
[image: image146.wmf]3

p

rad。
[image: image147.wmf]1
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xk

和
[image: image148.wmf]2
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xk

的信噪比均为-7~10dB。在仿真中，步长因子
[image: image149.wmf]0.05

m

=

。采样点数为K，进行1000次独立仿真，仿真结果如图3和图4所示。
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图3频偏估计的均值
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图4频偏估计的方差性能

图3显示的是不同信噪比条件下算法1和算法2频偏估计均值。从图中可以看出，自适应频偏估计算法具有门限效应，既当输入两路信号的信噪比小于-5dB时，由于自适应相位跟踪算法没有跟上频偏变化，算法1和算法2均无法对频偏进行有效估计。当信噪比大于算法门限时，算法1是有偏估计，算法2是无偏估计。从式（20）可以看出，该算法1的估计偏差由参数
[image: image152.wmf]0

q

、
[image: image153.wmf]2
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ms

、
[image: image154.wmf]M

和
[image: image155.wmf]K

等决定，在
[image: image156.wmf]0

q

和
[image: image157.wmf]2

s

ms

一条件下，偏差随着M和K值的增大而减小，因此该偏差是可控的。图3的仿真结果与该式所反应的现象一致。

图4显示的是算法1和算法2利用2000个采样点进行频差估计时的方差性能。从图中可以看出，当信噪比大于-3dB时，频差估计的方差随着信噪比线性下降。对比图3的结果可以看出，算法1中参数M的值越大，频偏估计的均值离真实值越近，同时其方差越大，因此M值的选取需要综合考虑该算法的均值方差和方差特性。算法2不仅是无偏估计，而且性能接近克拉米罗下界(CRLB)。当信号的信噪比大于-3dB时，算法2的方差性能与CRLB的距离小于1dB。

5 总结

基于自适应相位差估计补偿算法，本文提出了两种频偏估计补偿算法。算法1为渐进无偏估计算法，具有计算量相对较小、方差性能优异的特点。另外，由于无需存储频差估计的瞬时值，通过确定不同的时间起点，可以实现对时变频偏的跟踪。而算法2具有估计计算精度较高，性能优异的特点，是一种性能接近CRLB的无偏估计算法。

这两种频偏估计算法的缺点在于具有较高的信噪比门限，这是由自适应相位估计算法门限所决定的。因此，如何降低算法门限，使之适应更低的信噪比条件下的FDOA估计，是下一个重要的研究内容。
另外，本文提出的两种频偏估计算法，主要针对的是非时变FDOA估计问题。基于自适应相位差估计补偿算法，针对特定的频偏变化的模型，通过例如高阶的线性拟合等方法，可以获得时变FDOA的估计。因此，如何利用基于自适应相位差补偿算法，解决时变频偏估计问题，需要进一步研究。
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