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摘要：广泛应用于故障诊断和传感器优化、分析、证实的解析冗余关系（Ａｎａｌｙｔｉｃａｌｒｅｄｕｎｄａｎｃｙｒｅｌａｔｉｏｎｓ，ＡＲＲｓ）

缺乏系统、有效的方法来产生完备ＡＲＲｓ集，为此，提出了一种逐次消元法。该方法以系统元关系（Ｐｒｉｍａｒｙｒｅｌａ

ｔｉｏｎｓ，ＰＲｓ）为基础，通过若干次循环消元过程，生成了完备ＡＲＲｓ集，同时生成了对应的假定特征矩阵（Ｈｙｐｏ

ｔｈｅｔｉｃａｌｓｉｇｎａｔｕｒｅｍａｔｒｉｘ，ＨＳＭ）；基于ＨＳＭ，把传感器优化配置问题映射为一个特殊的０１整数规划模型，并用

分支定界法求解该模型。应用表明，该方法能在不降低故障检测率、隔离率的前提下减少传感器数目，降低了测

试代价，对故障诊断中的传感器配置问题有借鉴意义。
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引 言

一个诊断系统的质量和效率取决于从系统中

得到的故障信息［１］
，而故障信息来源于分布于系统

中的传感器。很多关于故障诊断的研究都默认传感

器事先已经合理配置。实际中，可用的传感器数目、

价格均有限，这就限制了数据信息的分辨率。因此

在实践中有必要优化传感器数目、位置。近来，确定

一个具体诊断系统的传感器最优数目及其分布已

引起人们关注［２］
。

文献［３］用解析冗余关系（Ａｎａｌｙｔｉｃａｌｒｅｄｕｎ

ｄａｎｃｙｒｅｌａｔｉｏｎｓ，ＡＲＲｓ）解决了工控系统制动器诊

断中的传感器优化难题；文献［４］联合ＡＲＲｓ和增

量算法解决了燃料电池诊断系统的传感器配置问

题；文献［５］基于ＡＲＲｓ建立了喷气式飞机推进器
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的传感器优化模型。这些应用都建立在已经获取完

备ＡＲＲｓ集的假设上，而没有讨论如何生成完备

ＡＲＲｓ集的问题，为此本文给出了ＡＲＲｓ的概念以

及与此密切关联的假定特征矩阵概念（Ｈｙｐｏｔｈｅｔｉ

ｃａｌｓｉｇｎａｔｕｒｅｍａｔｒｉｘ，ＨＳＭ），提出了一种生成完

备ＡＲＲｓ集的有效方法，进而把传感器优化问题映

射为一个整数规划模型，用分支定界法对该模型求

解。

 生成完备﹢┈集的逐次消元法

 ﹢┈和﹪概念

文献［６］给出了ＡＲＲｓ的定义：ＡＲＲｓ是从只

含可观测变量的系统模型导出的约束关系，因此可

用来评估任何可观测集。图１是一个包括４个乘法

器和３个加法器的例子。

该系统由组件和功能来描述，其模型由式（１～

７）一系列的关系集及其相关组件给出。

图１ 一个加乘混合电路

ＰＲ１：牨－ 牃牄＝ ０ａｎｄ爩１ （１）

ＰＲ２：牪－ 牄牅＝ ０ａｎｄ爩２ （２）

ＰＲ３：牫－ 牅牆＝ ０ａｎｄ爩３ （３）

ＰＲ４：牠－ 牆牉＝ ０ａｎｄ爩４ （４）

ＰＲ５：牊－ 牨－ 牪＝ ０ａｎｄ爛１ （５）

ＰＲ６：牋－ 牪－ 牫＝ ０ａｎｄ爛２ （６）

ＰＲ７：牎－ 牫－ 牠＝ ０ａｎｄ爛３ （７）

式（１～７）给出的包含系统最小功能单元组件

及其输入输出关系表达式的集合，称为系统的元关

系（Ｐｒｉｍａｒｙｒｅｌａｔｉｏｎｓ，ＰＲｓ）
［７］
。

系统变量（爼）可以被分解为不可观测变量集

（牀）和可观测变量集（爭），即爼＝牀∪爭。对于图１中

的系统，如果输入已知，传感器放置在牊，牋和牎，那

么 爭＝｛牃，牄，牅，牆，牉，牊，牋，牎｝而牀＝｛牨，牪，牫，牠｝
［８］
。

ＡＲＲｓ是从系统模型演绎出的只含可观测变量的

约束关系，它可以通过从元关系中消去不可观测变

量的方法得到。

与ＡＲＲｓ有关的一个概念是支撑集，即与获取

某ＡＲＲｓ有关的组件子集。在获取ＡＲＲｓ过程中，

同时会形成故障特征矩阵，它是行为ＡＲＲｓ，列为

故障（组件）的二进制０１矩阵，矩阵的列定义为故

障特征向量。

很明显，获取最大故障分辨力的有效途径是测

量系统中的所有变量，但测量所有变量的部分子集

也有可能获取同样的分辨力。因此求解最优传感器

的问题等价于寻求传感器全集中的最小子集，使得

该情况下的分辨力与传感器全集下所得分辨力一

样。这首先需要假定系统中的所有未知变量都有一

个虚拟传感器，相应地，所得 ＡＲＲｓ都是虚拟

ＡＲＲｓ，新形成的故障特征矩阵也成为ＨＳＭ。

 完备﹢┈集的生成方法

ＡＲＲｓ集的完备性非常重要，因为只有完备的

ＡＲＲｓ集才能为诊断和传感器配置提供最大可用

的信息。在基于模型的故障诊断中，ＡＲＲｓ集的完

备性直接决定系统的故障检测和隔离能力。因此下

文将讨论完备ＡＲＲｓ集的生成方法。

上文所提及的元关系是ＡＲＲｓ的特例，就从这

个概念开始来阐述生成完备ＡＲＲｓ集的逐次消元

法。假设ＡＲＲ集中任一爲牐能用一个四元组爲牐＝

（爫牐，爞牐，爳牐，爴牐）表示，爫牐代表分配给爲牐的序号，爞牐

代表支撑集，爳牐代表爲牐中的变量集，爴牐代表生成

爲牐所用到的元关系。如果采用普通方法，有可能从

不同的ＡＲＲ组合得到相同的ＡＲＲｓ，为避免这种

冗余，不失一般性，考虑两个 ＡＲＲｓ爲牐＝（爫牐，爞牐，

爳牐，爴牐）和爲牑＝（爫牑，爞牑，爳牑，爴牑），如果满足（爳牐，爴牐）＝

（爳牑，爴牑），就认为两个ＡＲＲｓ相同。现规定：在逐次

消元法中，如果新生成的ＡＲＲｓ与此前已经生成的

ＡＲＲｓ集中的某一 ＡＲＲｓ相同，则不把该新的

ＡＲＲｓ往ＡＲＲｓ总集中添加。如果如下两个条件

爳牐∩爳牑≠犎和爴牐∩爴牑＝犎同时满足，则对于任一变

量牨∈爳牐∩爳牑，新产生的ＡＲＲｓ如下：爲 槏＝ 爫，爞牐∪

爞牑，爳牐∪爳槏 槕牑 －｛牨｝，爴牐∪爴槕牑 ，爫是新分配的序号。

如果爲与原ＡＲＲｓ集中的任何元素都不相同，则将

爲作为一个新的元素添加到ＡＲＲｓ总集中。重复上

述过程，直到条件爳牐∩爳牑≠犎和爴牐∩爴牑＝犎不再满

足。这就是生成完备ＡＲＲｓ集的逐次消元法。整个

消元过程由几个循环构成，图２给出了上述过程的

示意图。

每个循环都是从一个ＡＲＲｓ集爟开始（爟的初

始值为ＰＲｓ集），整个过程产生了如下集：爟１，爟２，

爟３，…，爟牕
［９］
，其中爟１被ＰＲｓ集初始化，爟２是由爟１
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图２ 产生ＡＲＲｓ的完整过程

和爟的组合生成的ＡＲＲｓ集。更一般地，爟牑＋１是从

爟牑中的任一元素和爟中的任一元素和组合通过消

元形成的新ＡＲＲｓ集。把每计算一次爟牑的过程称

为逐次消元法的一个循环，直到爟牑为空集，上述消

元过程才结束。把每次通过上述方法新形成的爟牑

添加到候选全集中去。如果没有新集可以使循环继

续进行，则上述过程就完全终止。

 传感器优化问题建模与求解

一旦引入ＨＳＭ的概念后就很容易对传感器优

化问题建模。首先来描述传感器优化问题中的两个

基本要求：

（１）检测给定故障集爡中的故障；

（２）隔离爡中的故障。

问题（１）要求对任意牊∈爡，故障集爡的故障特

征向量至少有一个不全为零的列，即至少能有一个

传感器能检测到该故障。问题（２）要求对任两个不

同的故障牊１，牊２∈爡，它们所对应的故障特征向量不

同。基于故障特征向量，下面的定理把传感器优化

问题归结为代数组合建模问题。

定理 假设爡代表系统故障集，爳代表系统

传感器集，┝是与之相关的ＨＳＭ，那么故障检测和

隔离问题可归结为如下两点［５］
：

（１）当且仅当┝中没有全为零的列时，爳能检

测给定故障集爡中的所有故障；

（２）当且仅当┝中的所有列均不同时，爳能隔

离给定故障集爡中的所有故障。

ＨＳＭ 蕴含了系统中所有可能的传感器，因此

传感器优化问题可以归纳为：考虑某一系统的

ＨＳＭ，设为┘，令┝＝┘
Ｔ
，即牕×牔维的矩阵┝是┘

的转置，对┘的每一行或对┝的每一列，分别定义

传感器集爳（爲）和爳（爞）。对传感器优化问题建模如

下：选择┝所有列的子集，使得由这些子集中的列

新定义的子矩阵没有全为零的行，且子矩阵的行互

不相同，那么相应传感器集中所含的传感器数目最

小。

下面通过公式进一步描述上述问题。考虑二进

制向量╂＝（牨１，牨２，…，牨牔），其维数与矩阵┝列数相

同，如果牨牐＝１代表当且仅当第牐列选中，那么╂可

以理解为是对┝列子集的选择。设┕＝（１，１，…，

１）
Ｔ是合适维数的全１向量，则条件┝╂≥┕表示╂

所选择的解向量所构成的子矩阵没有全为零的行。

对另一个条件，定义一个牕（牕－１）燉２行牔列的矩阵

┝２，┝２的每一行┢牏牐对应着┝的两行┢牏和┢牐，定义

┢牏，牐＝┢牏┢牐，表示异或运算，那么条件┝２╂≥┕

表示╂所选择的解向量所构成的子矩阵没有相同

的行。考虑矩阵┝＝
┝

┝槏 槕２ ，那么传感器优化问题可
以用式（８）来表达

ｍｉｎ∪
牔

牏＝１
爳（牨牏）

ｓ．ｔ． ┝╂≥ ┕， 牨牐＝ ０或 １
（８）

式（８）表示在故障集爡中所有故障均可被检

测、隔离的约束下，求取最小数目的传感器集合。这

里，如果解中的某一维牨牏＝１，则表示┝的第牏列被

选中，相应地爳（牨牏）表示与┝的第牏列相关的传感

器集；如果牨牏＝０，那么爳（牨牏）表示空集。如果任两列

对应的某一个或几个传感器相同，则相同的传感器

只算一次，不重复计算，对所有被选中的列所对应

的传感器取并集，得到传感器总数。

考虑如式（９）的０１整数规划问题

ｍｉｎ∑
牔

牏＝１

┭╂

ｓ．ｔ． ┝╂≥ ┕，牨牐＝ ０或 １

（９）

式中，┭＝［牅１，牅２，…，牅牏，…，牅牔］，牅牏表示ＡＲＲｓ集中

第牏行所含传感器的个数。则式（８）中的优化问题

可以用式（９）近似。

求解该 ０１整数规划问题常用方法有割平面

法、分支定界法等。其中分支定界法基本思想是不

断将可行域分割成小的集合，然后在小的集合上找

整数最优解，在分割可行域时整数解并不会丢失。

运用分支定界法求解式（９）的具体过程参见文献

［７］，不赘述。

 实例验证

以某型装备驱动电流控制电路为例，介绍完备

ＡＲＲｓ集的生成过程及其在传感器优化问题中的

应用。其电路如图３所示。

图３中的虚线框将被测电路分解成 ５个组件

牊１～牊５，同时牊１～牊５也表示对应组件的故障，牊１表

示输入放大电路故障，牊２表示差动放大器牁１故障，
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牊３表示牁１的输入电路故障，牊４表示反相器故障，牊５

表示差动放大器牁２故障，在所有组件的输出端口

设置测试传感器集爳＝｛牨１，牨２，牨３，牫１，牫２｝，得到如图

４所示的组件传感器关联模型。

图３ 某型装备驱动电流控制电路

由关联模型得到如表１中｛爳１，爳２，爳３，爳４，爳５｝所

示的５个ＰＲｓ，即爟１。

用上文中的逐次消元法生成了 ２１个完备

ＡＲＲｓ。设┘是维数为２１×５的矩阵，其各行与表１

中爳牏对应；┝是┘的转置矩阵，其维数为５×２１；将

图４ 组件┐传感器关联模型

┝各行取异或运算得 ┝２，其维数为 １０×２１的矩

阵；将┝，┝２联合得到┝，其维数为１５×２１。令┭＝

［１，３，１，２，３，２，１，２，３，４，２，３，１，３，２，２，２，２，１，３，

３］，将┭，┝ 代入式（９）并用分支定界法求解，选中

的ＡＲＲｓ行是：爳７，爳１３，爳１９，对应的┘子矩阵┘ｓ为

┘ｓ＝

１ ０ ０ １ ０

１ １ １ ０ ０

烄

烆

烌

烎１ ０ １ １ １

由表１，爳７对应的传感器为｛牨３｝，爳１３对应的传

感器为｛牫１｝，爳１９对应的传感器为｛牫２｝。将三者取并

得到最优传感器集合是爳ｏ＝｛牨３，牫１，牫２｝。可以看

出：┘ｓ各列均不为全零向量且各列互不相同，故所

有故障均能被检测、隔离。故只需用爳ｏ中的传感器

表 图中系统的﹢┈集

序号 对应关系 牊１ 牊２ 牊３ 牊４ 牊５ 传感器 ＰＲｓ

爳１ 牊（牨１）＝０ １ ０ ０ ０ ０ 牨１ 爳１

爳２ 牊（牨１，牨２，牫１）＝０ ０ １ ０ ０ ０ 牨１，牨２，牫１ 爳２

爳３ 牊（牨２）＝０ ０ ０ １ ０ ０ 牨２ 爳３

爳４ 牊（牨１，牨３）＝０ ０ ０ ０ １ ０ 牨１，牨３ 爳４

爳５ 牊（牨２，牨３，牫２）＝０ ０ ０ ０ ０ １ 牨２，牨３，牫２ 爳５

爟１＝｛爳１，爳２，爳３，爳４，爳５｝

爳６ 牊（牨２，牫１）＝０ １ １ ０ ０ ０ 牨２，牫１ 爳１爳２

爳７ 牊（牨３）＝０ １ ０ ０ １ ０ 牨３ 爳１爳４

爳８ 牊（牨１，牫１）＝０ ０ １ １ ０ ０ 牨１，牫１ 爳２爳３

爳９ 牊（牨２，牨３，牫１）＝０ ０ １ ０ １ ０ 牨２，牨３，牫１ 爳２爳４

爳１０ 牊（牨１，牨３，牫１，牫２）＝０ ０ １ ０ ０ １ 牨１，牨３，牫１，牫２ 爳２爳５

爳１１ 牊（牨３，牫２）＝０ ０ １ ０ ０ １ 牨３，牫２ 爳３爳５

爳１２ 牊（牨１，牨２，牫２）＝０ ０ ０ ０ １ １ 牨１，牨２，牫２ 爳４爳５

爟２＝｛爳６，爳７，爳８，爳９，爳１０，爳１１，爳１２｝

爳１３ 牊（牫１）＝０ １ １ １ ０ ０ 牫１ 爳１爳８

爳１４ 牊（牨３，牫１，牫２）＝０ １ １ ０ ０ １ 牨３，牫１，牫２ 爳１爳１０

爳１５ 牊（牨２，牫２）＝０ １ ０ ０ １ １ 牨２，牫２ 爳１爳１２

爳１６ 牊（牫１，牫２）＝０ ０ １ ０ １ １ 牫１，牫２ 爳２爳１２

爳１７ 牊（牨３，牫１）＝０ ０ １ １ １ ０ 牨３，牫１ 爳３爳９

爳１８ 牊（牨１，牫２）＝０ ０ ０ １ １ １ 牨１，牫２ 爳３爳１２

爟３＝｛爳１３，爳１４，爳１５，爳１６，爳１７，爳１８｝

爳１９ 牊（牫２）＝０ １ ０ １ １ １ 牫２ 爳１爳１８

爳２０ 牊（牨１，牫１，牫２）＝０ １ １ ０ １ １ 牨１，牫１，牫２ 爳２爳１５

爳２１ 牊（牨２，牫１，牫２）＝０ ０ １ １ １ １ 牨２，牫１，牫２ 爳２爳１８

爟４＝｛爳１９，爳２０，爳２１｝
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就能实现对所有故障的检测隔离，与传感器全集

｛牨１，牨２，牨３，牫１，牫２｝相比减少了传感器数目，消除了

冗余测试，从而在不降低故障检测、隔离能力的前

提下减少了传感器放置代价，实现了传感器优化配

置。

 结束语

针对完备ＡＲＲｓ集在传感器优化配置问题中

的重要作用，本文提出了一种用于产生完备ＡＲＲｓ

集的逐次消元法。该方法以易确知的ＰＲｓ为基础，

通过若干次循环消元过程生成了完备ＡＲＲｓ集，同

时得到了ＨＳＭ。基于ＨＳＭ，把传感器优化配置问题

映射为一个特殊的０１整数规划模型，并用分支定

界法求解该模型。应用表明，该方法能在保证故障

检测、隔离的前提下减少传感器数目，避免了传感

器盲目配置所带来的资源浪费，消除了冗余测试，

从而降低了冗余测试给后续诊断带来的干扰和困

难，增强了故障诊断中传感器配置的针对性。
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