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摘 要：针对现有粉红噪声的生成方法所存在的计算过程复杂，与理想粉红噪声相比偏差较大等问题，本文提出了一种利用自回归滑动平均(ARMA)模型法生成粉红噪声的新方法。首先，构造一个待定系数的ARMA模型，并通过Z变换和功率谱估计的公式进行推导；其次，利用已知的粉红噪声模拟滤波器的传递函数H(s)和双线性Z变换法推导出IIR数字滤波器的传递函数H(z)，进而得到粉红噪声的ARMA模型；最后，利用MATLAB对生成的粉红噪声进行功率谱估计并与理想的粉红噪声进行对比。由MATLAB仿真结果可知，利用该方法生成的粉红噪声与理想的粉红噪声拟合度更高，完全符合粉红噪声的各项性能要求。
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A Study of the ARMA Model to Generate Pink Noise
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Abstract: In view of some problems such as the complex calculating process, large deviation compared with ideal pink noise on the existing generation methods of pink noise, this paper puts forward a new generating method of pink noise using Auto-regressive moving average (ARMA) model; First, constructing an ARMA model of undetermined coefficients, and deriving the formula by Z transform and power spectrum estimation; Second, using the known pink noise analog filter transfer function H(s) and the principle of bilinear Z transformation method to derive IIR digital filter transfer function H(z), and then the ARMA model of pink noise can be obtained; Finally, using MATLAB to do its power spectrum estimation and comparing with the ideal pink noise. As the MATLAB simulation results shown, this method has a higher fitting degree with ideal pink noise and complies with the performance requirements of pink noise.
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引    言 
随着研究的深入人们发现，噪声并不全都是无用的干扰信号，有些噪声因其自身的特殊性质，可以被有效利用。
除了被用来作为基本源信号的白噪声，粉红噪声以其特殊特性，引起越来越多的关注。粉红噪声又被称为频率反比 (1/f) 噪声或分形噪声，是由两种导体的接触点电导的随机涨落引起的，凡是有导体接触不理想的器件都存在这种噪声[1]，因而它广泛存在于生物电子信号、语音信号、电子器件噪声等系统当中[2]。
粉红噪声具有以下性质：① 粉红噪声的功率谱密度与频率成反比，在对数坐标中输出为一条水平直线；在线性坐标中，每升高1oct就衰减3dB[3]。② 粉红噪声的频带比较宽，并且在等比例带宽内的能量是相等的[4]，致使人耳对其难以辨别。
从粉红噪声的以上性质可以看出，它具有十分广阔的应用领域。例如，粉红噪声既可以作为测试声场频率特性的标准信号源，又能进行音响均衡器的调整以实现功放检测的功能[5]，甚至可以用来掩蔽人们的说话声[6]；粉红噪声能够用于疾病的早期诊断[7]和听力辅助仪器的开发[8]。此外，通过对睡眠周期的研究[9]发现，利用粉红噪声还可以改善睡眠质量[10],[11],营造一个轻松愉悦的睡眠环境。
1 现有的粉红噪声生成方法
由于粉红噪声具有良好的应用前景，粉红噪声的生成方法，尤其是高质量的粉红噪声的生成方法的研究就显得极为重要。目前，常用的粉红噪声的生成方法主要有四种：Paul Kellet的加权和滤波器法、Robert Bristow -Johnson的零极点滤波器法、Voss算法和传递函数逼近法。

根据以上方法的仿真实验结果可以发现：Paul Kellet的加权和滤波器法是目前性能最佳的方法，但是计算量大，计算过程十分复杂[12]；Robert Bristow- Johnson的零极点滤波器法的计算量较大，计算过程复杂，拟合效果差，也不是一种有效的生成方法；Voss算法虽然计算量少，过程简单，但是实现性能极差，与理想粉红噪声存在极大的偏差[13],[14]；传递函数逼近法虽然可以通过调整传递函数的参数逼近理想的粉红噪声，但是滤波器的阶数设定具有一定的随意性，因而其拟合误差不容忽视[15]。
根据以上各种方法的不足之处，本文提出了一种利用ARMA模型分析法，通过构建粉红噪声的ARMA模型，并利用粉红噪声的相关性质和双线性Z变换法的变换原理进行推导，设计出一个7阶的IIR数字滤波器，进而生成粉红噪声的新方法，该方法可以很好地弥补以上方法的不足。
2 粉红噪声ARMA模型生成法
2.1噪声的参数模型分析法

噪声的参数模型分析法就是根据平稳随机噪声的先验知识由参数估计建立一个精确的噪声模型[16]。其参数模型如图1所示：
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图1 噪声的参数模型
目前已知的参数模型包括自回归(AR)模型、滑动平均(MA)模型、自回归滑动平均(ARMA)模型等方法。自回归(AR)模型是一个全极点的模型，易得到功率谱中的峰值；滑动平均(MA)模型是一个全零点的模型，容易得到功率谱中的谷值；自回归滑动平均(ARMA)模型是一个既有极点，又有零点的模型，可以精确获得噪声功率谱中的峰值和谷值，能够比较全面地反映噪声的功率谱性质，所以本文采用ARMA模型对粉红噪声进行拟合估计。
2.2 粉红噪声的ARMA模型

根据ARMA模型的结构，可以得到白噪声序列
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和粉红噪声序列
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之间的关系如下：
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对（1）式两边分别取Z变换，并假定
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假定输入白噪声序列
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的功率谱密度（方差）为
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，那么输出序列
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的功率谱密度为：
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由
[image: image11.wmf]j
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，公式（3）还可变换为：
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将（2）式代入（4）式，可得：
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        （5）                     

根据公式（5），可以由粉红噪声的ARMA模型得到其功率谱。

2.3 粉红噪声的生成

     根据粉红噪声的定义，其传递函数表达形式为
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因公式（8）应受到公式（9）的约束，那么，在
[image: image15.wmf]s

域中，粉红噪声的功率谱密度为：
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其中，
[image: image17.wmf]L

是一个任意的常数。

为了方便推导，假定常数
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L

=

。根据双线性Z变换法设计IIR数字滤波器的变换原理，可以确定
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平面和
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平面之间的单值映射关系为：                           
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将式（8）代入式（7）中，可得：
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显然，式（5）和式（9）是等价的，因而可得：
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将式（10）左边的平方项展开，并根据对应项的系数相等的原则，我们可以确定系数
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分别满足如下关系：                        
对于系数
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    对于系数
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（12）
由于IIR数字滤波器的阶次越高，所生成信号的拟合性能就越好，但是阶次太高将会造成计算量大，经过对阶次20以内的拟合精度和计算
量进行仔细比较，本文最终选择
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，
即设计一个7阶IIR数字滤波器，可以得到满
意的效果。由式（11）和（12）通过计算可得：
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因此，所设计粉红噪声的数字滤波器的传递

函数
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的表达式为：
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由此可得，粉红噪声序列
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的时域ARMA
表达式为：
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2.4 粉红噪声的仿真结果
根据2.3中式（13）和（14）所得的结果，可以得到采样点数为600的粉红噪声序列
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的时域波形图和传递函数
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的频率响应图[17]。分别如图2和3 所示：
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图2 粉红噪声序列
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的时域波形图
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图3 粉红噪声传递函数
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的频率响应图
由图2可以看出，与白噪声相比，虽然粉红噪声序列
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具有一定的惯性，随机过程变化较白色噪声缓慢，但惯性不太大，总的来看粉红噪声应属于一种弱有色噪声；由图3可以看出，传递函数
[image: image54.wmf]()
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的幅频响应是从0rad处开始急速下降，下降过程由急而缓，并出现一些波动，但从总体来看，幅度值最终趋于稳定，这与粉红噪声在线性坐标中所表现的性质类似，而其相频响应呈现以1.5rad为对称轴对称分布的形式。
由图2和3可知，粉红噪声时间序列
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及传递函数
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的频率响应含有的信息量十分有限，无法对粉红噪声进行全面分析，只有进一步使用功率谱估计的方法来分析粉红噪声的性质。

3 粉红噪声的功率谱估计
   根据公式（5）关于功率谱估计的具体形式，并且选取
[image: image57.wmf]2
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的白噪声信号作为激励信号源，通过MATLAB进行编程仿真后，可以得到其功率谱估计的结果。具体结果如图4中的（a）和（b）所示，其中，图4（a）是线性坐标下的均匀功率谱，单位为W/Hz；图4（b）是对数坐标下的对数功率谱，单位为dB。
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(a) 均匀功率谱坐标的谱图
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(b) 对数功率谱坐标的谱图

图4 粉红噪声的功率谱估计图
    从图4(a)的仿真曲线可以看出，功率谱密度与频率之间近似满足成反比的关系。随着频率的增加，功率谱密度急剧下降，当频率超过2.5rad时，功率谱密度已经接近于零。从图4(b)的仿真曲线可以看出，随着频率的增加，虽然功率谱线出现了一些波动，但是功率谱密度基本上是以一条倾斜的直线下降，直线的斜率近似为-3dB/oct。
    由图4（a）和（b）可以说明，利用ARMA模型法生成的粉红噪声的功率谱估计的结果基本符合理想粉红噪声的性质，可以更好地逼近理想的粉红噪声。但是，由仿真曲线还可以看出，该粉红噪声数字滤波器的幅度平坦度比较低，需要采用相关的算法对该数字滤波器的幅度平坦度进行优化[18]，从而进一步提高所生成的粉红噪声的质量。
4 结论

本文通过一系列的公式推导和验证，建立了一个生成粉红噪声的ARMA模型，并且通过MATLAB仿真的方法，得到所生成粉红噪声以及功率谱估计的结果，然后根据仿真结果对生成的粉红噪声的性能进行了研究。结果显示：ARMA模型法生成的粉红噪声基本符合功率谱密度与频率成反比以及在线性坐标中功率谱密度以每倍频程-3dB斜率下降的性质。另外，该方法生成的粉红噪声与理想的粉红噪声之间具有更高的拟合度，极易推广应用且计算过程非常简单，因此，本文所提出的方法要比以往的方法更加优越，可以生成性能更好的粉红噪声。
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