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模糊粗糙集中基于条件熵的特定类属性约简
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摘 要： 传统的属性约简方法面向决策分类构建统一的属性约简集，忽视了不同决策类间属性的差异

性表征，导致特定类的关键属性被冗余覆盖，且特定类分类准确率不高等问题。针对以上问题，考虑到

模糊粗糙集在广泛存在的数值型和模糊性数据上的处理优势，本文提出了一种条件熵驱动基于模糊粗

糙集的特定类属性约简方法。首先，通过融合模糊粗糙集的决策包含度与信息熵理论，定义了面向特

定决策类的条件熵，量化了条件属性对目标类别的局部区分能力；其次，给出了基于条件熵的特定类属

性约简条件，并分别定义了基于特定类条件熵的内部和外部属性重要度，进一步提出了基于属性重要

度的特定类属性约简前向算法（Forward algorithm based on class‑specific conditional entropy，FA‑CE）和

后向算法（Backward algorithm based on class‑specific conditional entropy，BA‑CE）。最后，在 UCI 的 7 个

数据集和特征选择数据的 2 个数据集上与邻域条件熵、互信息、邻域粗糙集和一种传统依赖度约简方法

进 行 了 特 定 类 约 简 比 较 ，并 在 支 持 向 量 机（Support vector machine，SVM）、K 最 近 邻（K‑nearest 
neighbor，KNN）和分类与回归树（Classification and regression tree，CART）3 种分类器上比较了特定类

分类的准确率和 F1‑score，验证了本文提出的特定类属性约简方法的合理性与有效性。
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引   言

真实世界中的数据集通常包含大量无关紧要的信息。在处理和分析数据时，过多的属性或数据会

增加处理时间并干扰数据分析结果。属性约简是知识发现与数据挖掘、模式识别等领域的重要概

念［1‑3］，主要目的是在保持系统分类能力不变的前提下，删除数据中的冗余属性，从而实现数据降维，并

降低噪声对分类器的影响，提升分类准确率［2‑3］。

经典粗糙集主要针对符号型的数据，在处理连续的数值型数据时需要将数据离散化，这样可能造

成信息丢失［4］。针对数值型数据，经典粗糙集的许多扩展模型被提出［3‑7］，其中邻域粗糙集和模糊粗糙

集是两个重要的模型。邻域粗糙集［5‑6］通过对象之间的距离和一个邻域阈值来建立对象的邻域类，但通

常邻域阈值是根据一般经验或者多次实验来确定，这将导致阈值具有主观性或增加计算成本和时间开

销［6］。模糊粗糙集是通过对象的相似度直接建立模糊相似类而无需阈值，避免了信息丢失，具有更好的

客观性且对不确定性和模糊性数据处理更友好［7］。
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信息熵是量化不确定性或随机性的一种数学工具［8］。在基于粗糙集理论的属性约简研究中，熵理

论被用来刻画不确定性并进一步用来度量属性的重要度，从而建立一种启发式属性约简算法。Mi等［9］

将信息熵引入模糊粗糙集，讨论了熵的基本性质。Dai等［10］针对区间值数据的属性约简问题，从信息论

的角度提出了一种区间值数据属性约简的框架。Ji等［11］为解决现有属性约简算法未充分利用上近似信

息可能导致的决策风险的问题，提出了一种基于融合信息熵的属性约简算法，有效利用了上近似中包

含的决策信息和不确定信息。Liang 等［12］提出相对信息熵和增强信息熵并基于这两种信息熵提出了两

种新的约简方法，使得重要度的选择更加客观。Xie 等［13］提出局部信息熵的概念，并利用距离计算模糊

相似关系，解决了传统基于信息熵的方法存在计算效率低和过拟合等不足。目前大部分基于信息熵的

属性约简研究主要针对决策分类来构建统一的属性约简。

然而，在实际应用中往往只需要考虑对某一个或某一些特定决策类的数据简化，即特定类的属性

约简［14］，由于它关注不同决策类的差异性表征，因此可以更好地提取决策类的关键属性，从而使得约简

率更高，并在多数情况下获得更高的分类准确率。因此，越来越多的研究者开始对特定类的属性约简

展开研究［14‑19］。Yao 等［14］系统地比较了基于分类的约简、基于特定类的约简以及基于对象的约简，并考

虑了它们与约简族之间的关系。Zhang 等［15］基于粒计算、信息论和三支决策理论，提出了 3 种信息论类

特定约简并建立了不同约简方法之间的横向和层次连接，为基于粒计算的属性约简提供了新的视角。

Zhang 等［16］提出基于邻域粗糙集的特定类属性约简并分析了它与邻域分类约简的层次关系。Luo 等［17］

针对邻域决策表，提出了一种基于邻域条件熵的特定类属性约简方法。现有基于特定类的属性约简方

法能更准确地保留特定类的关键信息，从而提高特定决策类的分类性能。

模糊粗糙集和特定类约简在数值信息系统中有广泛的应用。值得注意的是，模糊粗糙集理论中特

定类属性依赖关系的量化仍存在不足，传统条件熵模型以全局优化为导向，难以捕捉局部类别的特征，

制约多类不平衡数据的属性约简精度和分类准确性。因此，本文引入条件熵，基于模糊粗糙集特定类

的决策包含度建立了面向特定决策类的条件熵。然后，进一步提出了属性约简条件并构造了两种约简

算法：基于条件熵的特定类属性约简前向算法（Forward algorithm based on class‑specific conditional en‑
tropy，FA‑CE）和后向算法（Backward algorithm based on class‑specific conditional entropy，BA‑CE），并

分析了面向特定决策类的约简属性和面向决策分类的约简属性之间的关系。最后通过对比实验比较

了本文约简算法的约简精度、分类准确率及其 F1‑score。实验验证了本文提出的约简方法对特定决策

类属性约简的合理性和有效性。

1 基础理论  

1. 1　模糊粗糙集　

设 U，A ∪ D，V，f 是一个模糊决策信息系统（Fuzzy decision information system， FDIS），其中，

U = { x1，x2，⋯，xn }表示一个非空有限对象集，A 和 D 分别表示条件属性集和决策属性集，且 A ∩ D =
∅。 πD = U/D = { D 1，D 2，⋯，D m } 表示 U 在 D 下的决策划分。 V = { V a |a ∈ A } 是属性值集，f：U ×
A → V 表示信息函数，f ( x，a )∈ [ 0，1 ]是 x 在属性 a 上的属性值。

定义 1 在 U，A ∪ D，V，f 中，对于任意对象 x，y ∈ U，x 和 y之间的相似度利用欧氏距离为

RA ( x，y )= 1 - 1
|A |

∑
h = 1

|A |

( f ( x，ah )- f ( y，ah ) )2 （1）

并且 RA ( x，y )∈ [ 0，1 ]。若 RA ( x，y )的值越接近 1，则对象 x 和 y 越相似；若 RA ( x，y )的值越接近 0，则对

象 x 和 y越不相似。
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定义 2［20］ 在 U，A ∪ D，V，f 中，给定 ∀x ∈ U，B 为 A 的任意子集，即 B ⊆ A，对象 x 在属性集 B 上

的模糊相似类定义为

[ x ] B
= RB ( x，x1 )

x1
+ RB ( x，x2 )

x2
+ ⋯ + RB ( x，xn )

xn
（2）

值得注意的是，模糊相似类 [ x ]B 由对象 x 与所有对象的相似度来表示，而非利用阈值进行简单的

“相似”和“不相似”表示。

定 义 3［20］ 在 U，A ∪ D，V，f 中 ，给 定 ∀x ∈ U，B ⊆ A，U/D = { D 1，D 2，⋯，D m }，对 于 任 意

Dj ∈ U/D，1 ≤ j ≤ m，对象 x 的模糊决策利用包含度定义为

D͂ j ( x )=
| [ x ]B ∩ D j |

| [ x ]B |
（3）

式中 D͂ j ( x )表示对象 x 关于决策类 Dj 的隶属程度。这里，D͂ j 是一个模糊集，∀x ∈ U 有 ∑
j = 1

m

D͂ j ( x )= 1。

定义 4［21］ 在 U，A ∪ D，V，f 中，∀x ∈ U，B ⊆ A，U/D = { D 1，D 2，⋯，D m }，对象 x 在条件属性集 B

下，关于决策类 Dj 的模糊上下近似定义为

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

-B Dj ( x )= inf
y ∈ U

max { 1 - RB ( x，y )，  D͂ j ( y ) }
-
B Dj ( x )= max

y ∈ U
inf { RB ( x，y )，  D͂ j ( y ) }

（4）

定义 5［14］ 在 U，A ∪ D，V，f 中，∀x ∈ U，B ⊆ A，U/D = { D 1，D 2，⋯，D m }，在属性集 B 下对象 x 关

于决策类 Dj 的正域为

POSB ( Dj ) ( x )=-B D j ( x ) （5）
所有对象 xi ( 1 ≤ i ≤ n )在决策类 Dj 下的正域为

POSB ( Dj )= ∑
i = 1

n

POSB ( Dj ) ( xi ) （6）

在决策分类 πD 的正域为

POSB ( D )= ∑
j = 1

m

POSB ( D j ) （7）

定义 6［7］ 在 U，A ∪ D，V，f 中，D 在属性集 B 下的依赖度为

γB ( D )= POSB ( D )
|U | （8）

定义 7 在 U，A ∪ D，V，f 中，如果 R 满足以下条件，那么属性子集 R 是 A 的约简：（1）γR ( D )=

γA ( D )；（2）∀r ∈ R，γR -{ r } ( D ) < γR ( D )。这里，令 Red( D )为决策分类的所有属性约简集合。

1. 2　信息论度量　

在一个信息系统中，B ⊆ A 为任意条件属性子集。基于经典粗糙集，论域 U 上的等价关系 EB 定义为

EB = {( x，y )∈ U × U |∀b ∈ B，I ( x，b )= I ( y，b ) } （9）
根据 EB，可以得到 1 个等价划分 U/EB = { X i

B |i = 1，2，⋯，n }。根据决策属性 D，有等价关系 ED =
{ Dj |j = 1，2，⋯，m }，它表示存在 m 个特定的决策类。

定义 8［17］ 在一个信息系统中，决策分类 πD 在属性子集 B ⊆ A 下的条件熵定义为
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H ( D |B )= -∑
i = 1

n

p ( X i
B ) ∑

j = 1

m

p ( Dj |X i
B ) log10 ( p ( D j |X i

B ) ) （10）

式中：p ( X i
B )= |X i

B |
|U | ，p ( Dj |X i

B )=
|X i

B ∩ D j |
|X i

B |
。

条件熵 H ( D |B )表示在给定的属性子集 B 下 D 的不确定性。条件熵越高，表示 D 的不确定性越大，

反之表示 D 的不确定性越小。基于条件熵可以定义关于决策分类 πD 的约简。

定 义 9 在 一 个 信 息 系 统 中 ，当 且 仅 当 满 足 以 下 条 件 时 ，R 是 A 的 决 策 分 类 属 性 约 简 ：

（1）H ( D |R )= H ( D |A )；（2）∀r ∈ R，H ( D |R -{ r } )≠ H ( D |R )。

2 基于条件熵的特定类属性约简  

基于模糊粗糙集，本节引入熵理论融合模糊决策包含度定义了面向特定类的条件熵，提出了条件

熵驱动的特定类属性约简条件。进一步地，讨论了特定决策类和决策分类的属性约简关系。

2. 1　特定类的条件熵　

定义 10 设 U，A ∪ D，V，f 是一个模糊决策信息系统，∀B ⊆ A，xi ∈ U，属性子集 B 在论域 U 上的

信息熵可定义为

H ( B )= -∑
i = 1

n

p ( )[ xi ] B
log ( )p ( [ xi ] B

) （11）

式中 [ xi ]B 为对象 xi 在属性集 B 下的模糊相似类。概率 p ( [ xi ]B )的定义为

p ( [ xi ]B )=
∑
l = 1

n

RB ( xi，xl )

|U | （12）

式中：RB ( xi，xl )为对象 xi 和 xl 的模糊相似度，|U |为对象集合的个数，H ( B )度量了论域 U 在属性子集 B

下的不确定性程度。

定义 11 在 U，A ∪ D，V，f 中，对于 ∀Dj ∈ πD，特定决策类 Dj 在论域 U 上的信息熵为

H ( D͂ j )= -∑
i = 1

n

p ( [ xi ]Dj
) log ( p ( [ xi ]Dj

) ) （13）

式中：p ( [ xi ]Dj
)=

∑
l = 1

n

RDj
( xi，xl )

|U | ，RDj
( xi，xl )为对象 xi 和 xl 在决策类 Dj 中的相似度，若 xi ∈ Dj 且 xl ∈ Dj

则 RDj
( xi，xl )= 1；若 xi ∈ Dj 且 xl ∉ Dj，则 RDj

( xi，xl )= 0。 若 xi ∉ Dj，则 ∀xl ∈ U，有 RDj
( xi，xl )= 0。

H ( Dj )度量了论域 U 在决策类 Dj 下的不确定性程度。

定义 12 在 U，A ∪ D，V，f 中，有属性子集 B ⊆ A，在 Dj 上的条件熵定义为

H ( D͂ j |B )= -∑
i = 1

n

p ( [ xi ]B ) p ( Dj | [ xi ]B ) log ( p ( D j | [ xi ]B ) ) （14）

式中条件概率 p ( Dj | [ xi ]B )=
| [ xi ]B ∩ Dj |

| [ xi ]B |
。

根据式（3）和式（13），条件熵可以简化为

H ( D͂ j |B )= -∑
i = 1

n | [ xi ]B ∩ D j |
|U | log D͂ j ( xi ) （15）
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式中 D͂ j ( xi )为对象 xi 在 Dj 下的模糊决策包含度。这里 H ( D͂ j |B )≥ 0，它衡量了论域 U 在属性子集 B 下关

于决策类 Dj 的不确定性。H ( D͂ j |B )越小，表明所有对象关于特定决策类 Dj，在属性子集 B 下的不确定性

越小，即属性子集 B 针对决策类 Dj 提供了较多的相关信息。反之，H ( D͂ j |B )越大，表明所有对象关于特定

决策类 Dj，在属性子集 B下的不确定性越大，即属性子集 B针对决策类 Dj提供了较少的相关信息。

根 据 式（15），基 于 决 策 包 含 度 的 决 策 类 条 件 熵 有 如 下 性 质 ：（1）非 负 性 ：∀D͂ j ( xi )∈ ( 0，1 ]， 

log D͂ j ( xi ) ≤ 0，则 H ( D͂ j |B )≥ 0 恒成立； （2）局部单减：设 hi = -
| [ xi ]B ∩ Dj |

|U | log D͂ j ( xi )，在
| [ xi ]B ∩ Dj |

|U |
相同的情况下，hi 值随 D͂ j ( xi )的增大而减小。证明如下：

（1）非负性：因为 ∀D͂ j ( xi )∈ ( 0，1 ]， log D͂ j ( xi ) ≤ 0，所以-log D͂ j ( xi )≥ 0；又因为
| [ xi ]B ∩ Dj |

|U | ≥ 0，

所以每一项都非负，则求和也为非负，所以 H ( D͂ j |B )≥ 0 恒成立。

（2）局部单减：在条件属性子集 B 相同的情况下，∀xm，xi ∈ U ，可能有
| [ xm ]B ∩ Dj |

|U | =
| [ xi ]B ∩ D j |

|U | 。

所以设 ωi =
| [ xi ]B ∩ Dj |

|U | ，di = D͂ j ( xi )，于是 hi 可简写成 hi = -ωi log di。设 f ( di )= -log di，通过求导

可得 f ' ( di )= - 1
di

，因为 di ∈ ( 0，1 ]，所以 f ' ( di ) < 0，因此 f ( di )单调递减，所以随着 di 增大 f ( di )减小，所

以当 ωi =
| [ xi ]B ∩ Dj |

|U | 相同时，hi 值随 D͂ j ( xi )的增大而减小。证毕。

进一步地，在不同条件属性子集下，决策类条件熵有如下性质。

性质 1 在 U，A ∪ D，V，f 中，∀Dj ∈ πD，对于 ∀B 1，B 2 ⊆ A，且 B 1 ⊆ B 2，有

H ( D͂ j |B 2 ) ≤ H ( D͂ j |B 1 ) （16）
根据性质 1，将属性添加到当前初始属性子集中至少不会增加熵值。因此，对于 B ⊆ A，条件属性

集 A 有最小条件熵，即

H ( D͂ j |A ) ≤ H ( D͂ j |B ) （17）
一般而言，属性约简的目标是从条件属性集 A 中剔除冗余属性，且找到与属性集 A 在分类时具有

相同表征能力的属性子集。在一个模糊决策信息系统中，特定决策类的属性约简目标是找到最小的属

性子集并且该子集在特定的决策类 Dj 中具有与 A 相同的信息表征能力。因此，根据上述特性，可以利

用条件熵来构建特定类的属性约简条件，具体如下。

定义 13 在 U，A ∪ D，V，f 中，假设 R ⊆ A 是决策类 Dj 的一个约简，当且仅当满足以下两个条

件：（1）H ( D͂ j |R )= H ( D͂ j |A )，（2）∀r ∈ R，H ( D͂ j |R -{ r } )> H ( D͂ j |R )。
令 Redh ( D͂ j )为基于条件熵的特定类 Dj 的所有约简的集合。条件（1）保证了所选的属性子集与初

始属性集 A 具有相同的信息量，而条件（2）排除了约简集 R 中的冗余属性。换句话说，可以通过上述条

件判定 A 的子集是否为特定类的约简，该子集具有与初始属性集相同的并且是最小的条件熵。

2. 2　特定类和分类之间的属性约简分析　

本节将通过一个例子来计算基于条件熵的特定类属性约简，进一步讨论面向决策分类的属性约简

与特定决策类的属性约简之间的关系。

例 1 给 定 1 个 模 糊 决 策 表 U，A ∪ D，V，f 如 表 1 所 示 ，其 中 ，U = { x1，x2，⋯，x8 }，A =
{ a1，a2，a3，a4 }，并且 ∀a ∈ A，有 f ( x，a )∈ [ 0，1 ]，D = { d }，πD = U/D = { D 1，D 2，D 3 }。根据式（1）计算所
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有对象在属性 A 下对象的相似度如表 2 所示。

表 1　模糊决策信息系统Ω= U，，A ∪D，，V，，f

Tabel 1　FDIS Ω= U，，A ∪D，，V，，f

U

x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x8

a1

0.9
0.8
0.2
0.3
0.4
0.4
0.9
0.8

a2

0.9
0.7
0.9
0.9
0.1
0.3
0.5
0.4

a3

0.2
0.3
0.2
0.1
0.9
0.8
0.1
0.1

a4

0.1
0.4
0.2
0.4
0.5
0.9
0.8
0.8

d

1
1
1
2
2
2
3
3

表 2　相似度表

Table 2　Similarity table

U

x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x8

x1

1
0.81
0.65
0.66
0.38
0.37
0.59
0.56

x2

1
0.66
0.71
0.53
0.55
0.75
0.73

x3

1
0.88
0.44
0.44
0.50
0.51

x4

1
0.43
0.47
0.59
0.59

x5

1
0.77
0.47
0.51

x6

1
0.56
0.59

x7

1
0.93

x8

1

根据式（2）以 x1 为例，其模糊相似类可表示为：[ x1 ]= 1
x1

+ 0.81
x2

+ 0.65
x3

+ 0.66
x4

+ 0.38
x5

+ 0.37
x6

+

0.59
x7

+ 0.56
x8

。

然后利用式（3）可计算所有对象对于每个决策类的模糊决策包含度矩阵，有

D͂=
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê ù

û

ú

ú
úúú
ú

ú

úD͂ 1

D͂ 2

D͂ 3

=
é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

ú0.49 0.43 0.45
0.28 0.31 0.35
0.23 0.26 0.20

     
0.42 0.30 0.29
0.36 0.49 0.47
0.22 0.22 0.24

     
0.34
0.30
0.36

     
0.33
0.31
0.36 3 × 8

根据式（8）和定义 7 计算决策分类 D 的属性约简如表 3 所示，即为 { a1，a3，a4 }。利用特定决策类的

包 含 度 D͂ j ( xi ) 和 式（15），可 计 算 得 到 H ( )D͂ 1|A =0.81，H ( )D͂ 1| { }a2，a3，a4 = H ( )D͂ 1| { a1，a3，a4 } = 

H ( D͂ 1| { a1，a2，a4 } ) = 0.81 ， H ( )D͂ 1| { a3，a4 } = H ( )D͂ 1| { a2，a4 } = 0.81 ， H ( )D͂ 1| { a1，a2，a3 }  = 

H ( )D͂ 1| { a2，a3 } = 0.82， H ( )D͂ 1| { a1，a4 } = H ( )D͂ 1| { a1，a2 } = H ( )D͂ 1| { a2 } = 0.83， H ( D͂ 1| { a1，a3 } )=

H ( D͂ 1| { a4 } ) = 0.84，H ( D͂ 1| { a3 } ) = 0.87， H ( D͂ 1| { a1 } ) = 0.89。

根据定义 13，可以得到 Redh ( D͂ 1 ) = { { a3，a4 }，{ a2，a4 } }。同样地可以得到 Redh ( D͂ 2 )和 Redh ( D͂ 3 )

的属性约简集如表 3 所示。通过观察表 3，有特定

决策类 D 2 和 D 3 的属性约简与决策分类 πD 的属性

约简存在完全包含的关系即 Redh ( D͂ j ) ⊆ Red( D )，
而特定决策类 D 1 与决策分类 D 却不存在该关系。

实际上进一步分析两种属性约简，两者的关系应存

在以下可能：（1）独立关系：Redh ( D͂ j )⊄ Red( D )；
（2）部分包含：Redh ( D͂ j )∩ Red( D )≠ ∅；（3）完全包

含：Redh ( D͂ j ) ⊆ Red( D )。在例 1 中，Redh ( D͂ 1 ) 与
Red( D )满足部分包含，说明条件属性 a4 是局部 D 1

和全局 D 的公共核心属性，而 a2 只对 D 1 具有局部

重要性。在全局约简中的 a1 和 a4 则分别对决策类 D 3 和 D 2 是冗余属性。

表 3　分类和特定类的属性约简

Table 3　Attribute reducts of classification and 
class‑specific

U

D

D 1

D 2

D 3

属性约简

{ a1,a3,a4}
{ a3,a4 }，{ a2,a4 }

{ a1,a3 }
{ a3,a4 }
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3 基于条件熵的特定类前后向约简算法  

在基于条件熵的特定类属性约简中，条件熵可以客观度量任意一个属性子集对于某一特定类的不

确定性。类似于决策分类的属性约简，针对某一个特定决策类，本文利用条件熵分别定义了内部和外

部属性重要度的概念，进一步提出了基于模糊粗糙集的特定类的前向和后向属性约简算法。

定义 14 在 U，A ∪ D，V，f 中，对于 B ⊆ A，属性 b ∈ B，属性 b 的内部重要度定义为

Sigint er ( b，B，D͂ j )= H ( D͂ j |B -{ b } )- H ( D͂ j |B ) （18）
定义 14 中，属性 b 的重要度通过从属性集 B 中移除 b 时条件熵的变化来评估，当条件熵变化越大，

则表明该属性的重要性越大；反之，则该属性重要度越小，若内部重要度为零，则说明 b 是冗余的。基于

属性的内部重要度可设计特定类的后向属性约简启发式算法，如算法 1 所示。

算法 1 基于条件熵的特定类后向属性约简算法

输入：模糊决策信息系统  Ω = U,A ∪ D,V,f

输出：约简集 R

（1)A → R

（2)通过式（15）计算初始条件熵 H 0 ( Dj| A )
（3)repeat
（4)   for each a ∈ A do
（5)    计算 H ( Dj| R - { }a )

（6)    通过式(18)计算 Siginter( a,R,Dj ) = H ( Dj| R - { a } )- H ( Dj |R )
（7)  end for
（8)选择 amin = argminSiginter ( a,R,Dj )
（9)R = R - amin

（10)计算 H ( Dj| R )

（11)直到 H ( Dj |R ) = H 0 ( Dj| A )
（12)返回 R

定义 15 在 U，A ∪ D，V，f 中，对于 B ⊆ A，属性 b ∈ B，属性 b 的外部重要度定义为

Sigexter ( b，B，D͂ j )= H ( D͂ j |B )- H ( D͂ j |B ∪{ b } ) （19）
定义 15 中，当属性 b 添加到属性集 B 时，条件熵可能会发生变化，因此可以用来评估属性 b 的重要

度。从空集开始，迭代的添加属性，通过嵌套循环计算属性重要度来获得属性约简。具体过程如算法 2
所示。

算法 2 基于条件熵的特定类前向属性约简算法

输入：模糊决策信息系统  Ω = U,A ∪ D,V,f

输出：约简集 R

(1)R = ∅
(2)通过式（15）计算初始条件熵 H 0 ( Dj| A )
(3)repeat
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(4) for each a ∈ A - R do
(5)    计算 H ( Dj| R ∪ { }a )

(6)    通过式（19）计算 Sigexter( a,R,Dj ) = H ( Dj| R )- H ( Dj |R ∪ { a } )
(7)   end for
(8)选择 amax = argmaxSigexter ( a,R,Dj )
(9) if  Sigexter( a,R,Dj ) > 0
(10)   R = R ∪ { amax }
(11) else
(12) break
(13)返回 R
算法 1 中内部重要度是衡量在删除某一属性时这一属性在当前属性集内部的重要程度，在后向属

性约简中每次优先选择删除内部重要度最小的属性；算法 2 中外部重要度是从当前属性子集外部选择

某一属性时，需要衡量外部重要度，通常选择外部重要度最大的属性添加到当前属性集。

算法 1 的条件熵计算时间复杂度为 O ( |U |2 ⋅ |A | )，重要度计算时间复杂度为 O ( 1 )，两个循环次数为

O ( |A |2 )，算法 1 的总时间复杂度为 O ( |U |2 ⋅ |A |3 )；存储数据 O ( |A | ⋅ |U | )，相似度矩阵 O ( |U |2 )，所以总的空

间复杂度为 O ( |A | ⋅ |U | + |U |2 )。算法 2 与算法 1 在时间与空间复杂度上相同，在实际运用中算法 1 比算

法 2 更慢，因为算法 1 需要遍历所有属性。在面对属性数较大且对象数适中的数据集时，两种算法都是

可行的。

4 实验与分析  

为了验证提出的基于条件熵的特定类 FA‑CE 和 BA‑CE 算法的有效性，本节从 UCI 数据集官网中

下载了 7 个数据集（序号 1~7），从特征选择（https：//jundongl.github.io/scikit‑feature/datasets.html.）中

下载了 2 个数据集（序号 8~9），其中序号 7~9 为高维数据集，其余为低维数据集。数据集描述如表 4 所

示（Yale 和 WarpAR10P 数据集选择了其中 3 个决策类）。进行比较的模型如下：（1） CFARNRS［18］，3 层

属性约简中基于邻域粗糙集的特定类前向属性约

简方法；（2） NCECAR［17］，基于邻域条件熵的特定

类属性约简方法；（3） FRS，基于模糊粗糙集传统依

赖度的特定类约简方法；（4） CSRRWFS［22］，基于相

关性‑冗余权重的邻域互信息的特定类的特征选择

方法，分别在 KNN（最近邻），SVM（支持向量机），

CART（分类与回归树）上比较了这几个约简算法

的分类准确率及 F1‑score。KNN 分类器邻居数 K

值为 3。在 CFARNRS 算法中，9 个数据集的邻域

半径都设置为 0.3；在 NCECAR 算法中，Climate 数

据集的邻域半径为 0.4，其余数据集的邻域半径设

为 0.2；在 CSRRWFS 算法中，所有数据集邻域半径

均取 0.2。

表 4　数据集描述

Table 4　Description of datasets

序号

1
2
3
4
5
6
7
8
9

数据集

Breast cancer
Climate

Heart failure records
Ionosphere
Parkinsons

Wine
Toxicity

Yale
WarpAR10P

条件属性

9
19
12
34
23
13

1 203
1 024
2 400

样本

116
540
299
351
195
178
171
166
130

决策类

2
3
2
2
3
3
2
3
3
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模 拟 实 验 在 Pycharm 环 境 下 进 行 ，该 代 码 采 用 Python 编 写 ，并 在 配 备 Intel（R） Core（TM） 
i5‑8265U CPU @ 1.80 GHz、内存 8 GB 的 PC 机上执行。

4. 1　属性约简率分析　

为了验证特定类属性约简的约简效率，首先，在 9 个数据集中对决策分类 πD 用基于信息熵的约简

方法进行约简，以获取 Red( D )；然后，对数据集中每个决策类分别用 BA‑CE 和 FA‑CE 算法进行特定类

属性约简。对于任意的 Dj ∈ πD，约简率公式为

Reduction Rate ( Dj )=
|| A - || Red( D j )

|| A
× 100% （20）

约简率比较如图 1 所示，观察 9 个数据集不难发现有 8 个数据集特定决策类的属性约简率都高于或

等于决策分类的属性约简，这也验证了全局约简对局部约简有冗余覆盖。只有 Ionosphere 数据集的 D 1

图 1　约简率比较

Fig.1　Reduction rate comparison
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在 FA‑CE 上略低于 D 的约简率，其原因是为了局部表达更准确，特定决策类 D 1 约简保留了更多

属性。

以 Breast cancer 数据集为例，后向约简有 Rh( D 1 ) = { a1，a2，a6，a7，a9 }，Rh(  D 2 ) = { a1，a2，a7，a8，a9 }；

前 向 约 简 有 Rh( D 1 ) = { a1，a2，a3，a4，a6，a7，a8，a9 }，Rh( D 2 ) = { a1，a2，a3，a6，a7，a8，a9 }；而 Red( D ) =
{ a1，a2，a4，a5，a6，a7，a8，a9 }。特定决策类 D 1 的约简率分别为 44.4% 和 11.1%，决策类 D 2 的约简率分别

为 44.4% 和 22.2%，对比决策分类 πD 分别提升了 33.3% 和 11.1%。这一实验结果验证了从局部特征信

息出发进行特定类约简的 BA‑CE 和 FA‑CE 的约简有效性。

4. 2　准确率数值分析　

为了验证 BA‑CE 算法和 FA‑CE 算法的约简正确性，本节选用 3 种常见的分类器，即 KNN、SVM 和

CART。在 9 个数据集上进行分类准确率的对比，并采用十折交叉验证，将数据集划成 10 份大小相等不

重叠的数据集进行 10 轮训练和测试。表 5~7 展示了未约简（Raw）情况下和 5 种不同的约简算法分别

在 KNN、SVM 和 CART 上的性能对比结果，其中黑色加粗加下划线字体表示最高准确率，黑色加粗字

体表示次高准确率。在 9 个数据集中共有 23 个特定决策类。在表 5 中，FA‑CE 算法在 6 个数据集一共

表 5　KNN 分类器上的准确率

Table 5　Accuracy of KNN classifier

数据集

Wine

Parkinsons

Ionosphere

Heart failure 
records

Climate

Breast cancer

Toxicity

Yale

WarpAR10P

Dj

D 1

D 2

D 3

D 1

D 2

D 3

D 1

D 2

D 1

D 2

D 1

D 2

D 3

D 1

D 2

D 1

D 2

D 1

D 2

D 3

D 1

D 2

D 3

Raw
0.905
0.778
0.760
0.964
0.953
0.969
0.849
0.849
0.592
0.592
0.572
0.556
0.952
0.527
0.527
0.538
0.538
0.875
0.800
0.833
0.675
0.850
0.850

CFARNRS
0.905
0.944

0.966

0.970
0.969
0.985

0.863

0.863

0.626
0.592
0.554
0.544
0.950
0.492
0.579

0.603
0.591
0.808
0.908
0.800
0.875
0.925
0.900

NCECAR
0.905
0.725
0.742
0.980

1.000

0.959
0.846
0.846
0.626
0.626
0.528
0.563

0.950
0.477
0.477
0.614
0.614

0.725
0.683
0.875

0.742
0.867
0.892

FRS
0.905
0.777
0.760
0.950
0.974

0.985

0.852

0.846
0.626
0.626
0.559
0.554
0.956

0.527

0.527
0.627

0.601
0.708
0.800
0.775
0.617
0.875
0.917

CSRRWFS
0.893
0.762
0.797
0.959
0.969
0.964
0.846
0.829
0.627
0.611
0.571

0.562
0.954

0.522
0.530
0.641

0.612
0.717
0.867
0.783
0.600
0.733
0.683

BA‑CE
0.911

0.782
0.978

0.985

1.000

0.975

0.863

0.906

0.632

0.629

0.604

0.580

0.952
0.537

0.590

0.557
0.578
0.817

0.933

0.833
0.892

1.000

0.892

FA‑CE
0.910

0.983

0.978

0.970
0.964
0.975

0.852

0.849
0.652

0.646

0.604

0.580

0.950
0.527

0.519
0.620
0.637

0.858

0.967

0.933

0.925

0.950

1.000
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12 个决策类取得最高准确率，在 5 个数据集一共 5 个决策类上取得次高准确率，在 Breast cancer 的 D 2 上

比 Raw 略低 0.8%，其原因为 Breast cancer 数据集的特征数过少，强行约简后导致部分有效信息丢失。

BA‑CE 算法在 6 个数据集 11 个决策类达到最高准确率，在 4 个数据集 6 个决策类上达到次高准确率，在

Toxicity 高维数据集上的准确率比其他约简算法低，因为后向约简在高维数据集中可能导致误删。在

表 6 中 FA‑CE 算法在 8 个数据集 13 个决策类上达到最优，在 6 个数据集 9 个决策类上达到次优，在 Par‑

kinsons 数据集中的 D 1 略低于 CSRRWFS 算法 0.4% 的分类准确率。BA‑CE 算法在 8 个数据集 12 个决

策类上达到最高准确率，在 7 个数据集 9 个决策类上取得次高准确率。从表 7 可以发现，FA‑CE 算法在

7 个数据集 14 个决策类上取得最高准确率，在 3 个数据集 3 个决策类上取得次高准确率，BA‑CE 算法在

7 个数据集 8 个决策类上达到最高准确率，在 6 个数据集 8 个决策类中准确率次高。

综合表 5~7 的分析结果可以得出，本文提出的 FA‑CE 和 BA‑CE 算法取得最高准确率的特定决策

类个数明显大于其他算法，也就是说，本文提出的两种算法对于大部分决策类数据在高约简率的情况

下，分类仍有一定程度的提升。

表 6　SVM 分类器上的准确率

Table 6　Accuracy of SVM classifier

数据集

Wine

Parkinsons

Ionosphere

Heart failure
records

Climate

Breast cancer

Toxicity

Yale

WarpAR10P

Dj

D 1

D 2

D 3

D 1

D 2

D 3

D 1

D 2

D 1

D 2

D 1

D 2

D 3

D 1

D 2

D 1

D 2

D 1

D 2

D 3

D 1

D 2

D 3

Raw
0.927
0.759
0.731
0.970
0.969
0.969
0.929
0.929
0.679
0.679
0.643
0.637
0.959
0.529
0.529
0.649
0.649
0.900
0.805
0.683
0.646
0.868
0.875

CFARNRS
0.915
0.771
0.978

0.970

0.969
0.969
0.909
0.929
0.679

0.679

0.667

0.667

0.959

0.529
0.529
0.673

0.667

0.775
0.875
0.767
0.900

0.850
0.900

NCECAR
0.915
0.776

0.730
0.970

0.969
0.969
0.835
0.835
0.679

0.679

0.656
0.665

0.667
0.529
0.529
0.673

0.673

0.608
0.583
0.708
0.825
0.867
0.892

FRS
0.921
0.771
0.730
0.970

0.969
0.969
0.943

0.932
0.679

0.679

0.654
0.639
0.959

0.529
0.529
0.673

0.673

0.667
0.708
0.717
0.642
0.850
0.892

CSRRWFS
0.922
0.762
0.728
0.974

0.969
0.969
0.937
0.931
0.681

0.681

0.662

0.657
0.959

0.533

0.533
0.665

0.665
0.867

0.808
0.717
0.692
0.867
0.817

BA‑CE
0.927

0.774

0.994

0.970

0.970

0.980

0.932
0.949

0.679

0.679

0.667

0.667

0.959

0.542

0.541

0.673

0.673

0.867

0.908

0.917

0.808
0.967

0.900

FA‑CE
0.928

0.770
0.994

0.970

0.970

0.970

0.952

0.940

0.679

0.679

0.667

0.667

0.959

0.542

0.554

0.673

0.673

0.825

0.917

0.900

0.950

0.925

1.000
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4. 3　F1‑score数值分析　

为了综合评估这 5 种约简算法和更全面反映各个算法的实际表现，本文分别验证并比较了 5 种算

法在这 3 个分类器下的 F1‑score，如图 2~4 所示。通过观察图 2，在 KNN 分类器下，FA‑CE 算法在 5 个

数据集中的决策类达到最高的 F1‑score 值，在剩下 4 个数据集中有 2 个都处于次优水平。BA‑CE 算法在

7 个数据集上达到最高的 F1‑score 值，在 Yale 数据集上效果不太理想。其原因是在高维少样本数据集

上，基于 BA‑CE 的约简在面对 KNN 分类器时，容易误删对局部结构有重要贡献的特征，导致了对邻域

结构的破坏，从而使得少数类样本的识别能力下降，因此 F1‑score 明显降低。同样，观察图 3 和图 4 可以

发现 BA‑CE 和 FA‑CE 算法在另外两种分类器上的 F1‑score 普遍高于其他对比算法。综上，其实验结果

可以验证本文提出的约简算法的合理性和有效性。并且通过实验分析可得出，BA‑CE 算法更适合约简

属性冗余度低以及中等及以下维度的数据集，FA‑CE 算法则在大部分数据场景下都适用。

表 7　CART 分类器上的准确率

Table 7　Accuracy of CART classifier

数据集

Wine

Parkinsons

Ionosphere

Heart failure
records

Climate

Breast cancer

Toxicity

Yale

WarpAR10P

Dj

D 1

D 2

D 3

D 1

D 2

D 3

D 1

D 2

D 1

D 2

D 1

D 2

D 3

D 1

D 2

D 1

D 2

D 1

D 2

D 3

D 1

D 2

D 3

Raw
0.933
0.916
0.922
0.979
0.995
0.969
0.886
0.892
0.766
0.780
0.563
0.561
1.00
0.698
0.681
0.510
0.509
0.783
0.843
0.775
0.750
0.875
0.950

CFARNRS
0.937
0.909
0.961

0.980

0.974

0.970

0.886

0.863
0.796

0.760
0.457
0.507
1.00
0.681
0.683
0.522
0.527
0.842

0.900

0.817
0.750
0.900

0.792

NCECAR
0.938
0.899
0.916
0.960
1.00

0.969

0.838
0.829
0.783
0.790

0.469
0.511
1.00
0.583
0.574
0.520
0.527
808

0.850
0.783
0.750
0.900

0.867

FRS
0.950

0.911
0.933
0.959
0.959
0.970

0.878
0.895

0.780
0.780
0.574

0.569
1.00
0.680
0.698
0.469
0.579

0.775
0.725
0.767
0.692
0.850
0.892

CSRRWFS
0.938
0.927
0.921
0.980

1.00

0.964
0.883
0.846
0.641
0.786
0.568
0.568
1.00
0.696
0.678
0.529
0.535
0.786
0.781
0.657
0.761
0.893

0.836

BA‑CE
0.938
0.932

0.961

0.979
1.00

0.969

0.849
0.900

0.786
0.810

0.611

0.604

1.00
0.699

0.733

0.544

0.585

0.817

0.742
0.900

0.800

0.900

0.817

FA‑CE
0.955

0.928

0.972

0.985

1.00

0.970

0.892

0.889
0.792

0.786
0.572
0.583

1.00
0.769

0.789

0.597

0.520
0.742
0.917

0.933

0.850

0.900

0.950
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图 2　在 KNN 分类器下 9 个数据集的 F1-score
Fig.2　F1-score of nine datasets under the KNN classifier

图 3　在 SVM 分类器下 9 个数据集的 F1-score
Fig.3　F1-score of nine datasets under the SVM classifier
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5 结束语  

本文针对特定决策类的约简，提出了一种基于模糊粗糙集的特定类属性约简方法。通过融合模糊

粗糙集的决策包含度与信息熵理论，定义了面向特定决策类的条件熵，并设计了 FA‑CE 与 BA‑CE 约简

算法。最后实验结果证明了这两种约简算法相对于决策分类的属性约简在约简率上有大幅度的提升，

在 3 个分类器中，分类准确率和 F1‑score 在大部分数据集上都有更好的表现。在未来的研究工作中，可

以考虑针对符号类型数据和数值型的混合数据进行特定类属性约简，或者在不完备信息系统中研究特

定类的属性约简，从而进一步拓展特定类属性约简的应用场景。
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Class‑Specific Attribute Reduction Based on Conditional Entropy in Fuzzy Rough 
Sets

MIN　Yanling1， YANG　Jilin1*， DONG　Mengmeng1， ZHANG　Xianyong2

(1. School of Computer Science, Sichuan Normal University, Chengdu 610101, China;2. School of Mathematical Science, Sichuan 
Normal University, Chengdu 610066, China)

Abstract： Traditional attribute reduction methods construct a unified attribute reduction set for decision 
classification， ignoring the differentiated representation of attributes among various decision classes， which 
often results in the pivotal attributes of specific classes being redundantly covered and leads to suboptimal 
classification accuracy for those specific classes. To address these issues， this paper proposes a class-

specific attribute reduction method driven by conditional entropy based on fuzzy rough sets， considering the 
advantages of fuzzy rough sets in handling widely existing numerical and fuzzy data. Firstly， by integrating 
the decision inclusion degree of fuzzy rough sets with information entropy theory， a class-specific 
conditional entropy is defined to quantify the local discriminative power of conditional attributes with 
respect to the target class. Secondly， the paper presents a class-specific attribute reduction condition based 
on conditional entropy and defines both internal and external attribute significance measures based on this 
class-specific conditional entropy. Furthermore， forward （FA-CE） and backward （BA-CE） attribute 
reduction algorithms are proposed based on attribute significance. Finally， the class-specific attribute 
reduction is conducted on seven UCI datasets and two feature selection datasets， and comparative analyses 
are performed against methods based on neighborhood conditional entropy， mutual information， 
neighborhood rough sets， and a conventional dependency-based reduction approach. The classification 
accuracy and F1-score of the proposed method are evaluated using support vector machine（SVM）， K-

nearest neighbor（KNN） and classification and regression tree（CART） classifiers， demonstrating the 
rationality and effectiveness of the proposed class-specific attribute reduction approach.
Highlights
1. Propose a class-specific attribute reduction method based on conditional entropy-driven fuzzy rough sets， 
which addresses the problem that attribute differences between different decision classes are ignored by 
traditional classification-based reduction algorithms.
2. Define conditional entropy for specific decision classes by integrating fuzzy rough set-based decision 
inclusion degree and information entropy theory， to quantify the local discriminative ability of conditional 
attributes for target decision classes.
3. Define the attribute significance measures based on the proposed conditional entropy for specific decision 
classes， and constructs two attribute reduction algorithms including the forward algorithm （FA-CE） and 
backward algorithm （BA-CE）.
Key words： class-specific attribute reduction; fuzzy rough sets; conditional entropy; attribute reduction; 
decision inclusion degree
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