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基于单值中智优势条件熵的增量式属性约简算法
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摘 要： 在大数据环境下，序决策信息系统中数据的持续增长导致对象间的优势关系动态变化，高效计

算属性约简成为亟待解决的关键问题。为此，提出一种增量单值中智优势条件熵，并由此构建了新的

增量式属性约简算法。首先，在单值中智序决策信息系统下给出单值中智优势条件熵；随后，针对 4 种

不同类型的新增对象，深入研究了单值中智优势条件熵的增量更新机制，进而根据该更新机制设计了

增量式属性约简算法；最后，选取 6 个具有优势关系的 UCI 数据集对增量算法与非增量算法的有效性和

高效性进行了对比分析。实验结果表明，新给出的增量属性约简算法在保持相同分类精度的条件下，

可以显著提升数据处理的计算效率。

关键词：  优势条件熵；单值中智粗糙集；增量学习；序决策信息系统；属性约简

中图分类号：  TP181    文献标志码：A

Incremental Attribute Reduction Algorithm Based on Single‑Valued Medium‑
Intelligence Dominance Conditional Entropy

LUO　Gongzhi， WANG　Cong

(School of Management, Nanjing University of Posts and Telecommunications, Nanjing 210003, China)

Abstract： In the big data environment， the continuous growth of data in the ordered decision information 
system leads to the dynamic change of the dominance relationship between objects. Efficient calculation of 
attribute reduction has become a key problem to be solved urgently. Therefore， an incremental single-

valued medium‑intelligence dominance conditional entropy is proposed， and a new incremental attribute 
reduction algorithm is constructed accordingly. Firstly， the single-valued medium‑intelligence dominance 
conditional entropy is given under the single-valued medium‑intelligence ordered decision information 
system. Subsequently， for four different types of new objects， the incremental update mechanism of single-

valued medium‑intelligence dominance conditional entropy is deeply studied， and then an incremental 
attribute reduction algorithm is designed according to this update mechanism. Finally， six UCI datasets 
with dominance relations are selected to conduct a comparative experimental analysis on the effectiveness 
and efficiency of the incremental algorithm and the non-incremental algorithm. Experimental results show 
that the newly given incremental attribute reduction algorithm can significantly improve the computational 
efficiency of data processing while maintaining the same classification accuracy.
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引  　言

属性约简，也称特征选择，是机器学习和数据挖掘领域的重要数据预处理技术之一［1］，其主要任务

是去除冗余和不相关属性，同时维持或提升数据分类性能。粗糙集理论无需先验知识即可处理不准确

和不一致信息，是属性约简的理论基础［2］。近年来，众多基于各种拓展粗糙集模型的属性约简方法被用

于解决实际问题，其中模糊粗糙集［3‑4］和邻域粗糙集［5‑6］应用相对广泛，然而这两类粗糙集模型并不适合

处理有序关系的数据集。为此，Greco 等［7］提出了基于优势关系的粗糙集模型，以处理具有偏序关系的

数据集。随后，王雅辉等［8］将有序数据集用优势集表示，设计出基于模糊优势互补互信息的有序决策树

算法。Yang 等［9］通过构造分层有序信息粒设计了一种优势关系下的属性约简算法。

在大数据环境下，数据快速变化，传统属性约简算法处理这类动态数据时因迭代运用约简算法，故

存在计算耗时久、内存占用大以及难以满足数据持续增长需求等问题，致使计算效率不高。为解决动

态数据集下属性约简的可用性难题，众多学者引入了增量式属性约简算法［10‑12］，该算法的优势在于仅需

关注新变化数据对原有关系的影响，无需重复评估原始数据间的稳定关系，从而有效避免了对原有稳

定关系的重复计算。具体而言，增量属性约简聚焦于数据变化给原有关系带来的改变，如确定新数据

中样本与原始数据的关系应在新数据添加后进行，减少了对原有数据之间关系的重复计算，提升了属

性约简的效率。因此，增量式属性约简算法因其高效利用已有知识加速获取新知识的能力而备受学者

关注。闫振超等［13］基于信息粒度的增量更新机制提出两种面向部分标记混合数据的增量式属性约简

算法，以加速动态混合型数据集的属性约简。王锋等［14］利用信息融合机制，通过对粒空间及粒结构的

变化更新进行分析，提出了面向动态混合数据的多粒度增量特征选择算法。Ding 等［15］提出了一种利用

属性树的渐进加速方法来减少动态数据集的属性约简时间。Zhang 等［16］针对不完整动态数据集提出知

识粒度更新的增量属性约简方法。Ni等［17］针对模糊动态数据集提出基于模糊粗糙集的增量特征选择。

然而，现有方法忽略了现实中有序数据随时间动态变化的情况，对于动态有序数据集，当有新对象

加入时，原有对象间的优势关系会动态调整，进而原有对象的优势集发生相应变化，故这些增量算法不

再适用。为此，Luo 等［18］将知识粒度引入序集值决策信息系统，针对系统中属性增加和删除的情况，基

于矩阵提出了一种增量更新近似集的方法。Zhang 等［19］针对数值型数据的有序信息系统多维变化中动

态更新近似集的问题，提出了模糊知识粒度并研究了分别向系统中添加对象和对象集的增量机制和属

性约简算法。此外，Sang 等［20］从信息观的角度出发，利用邻域优势条件熵的变化设计了序决策信息系

统下的增量属性约简算法。随后，模糊优势邻域粗糙集模型［21］被提出，用以解决区间值序决策信息系

统的增量属性约简问题。

鉴于一维属性值在表达模糊信息方面的局限性，难以充分应对广泛存在的不确定性问题，学者们

进一步提出单值中智集的概念，通过 3 个独立的隶属度来评估信息系统不一致和不准确的信息，随后研

究者将单值中智集引入粗糙集模型，建立了单值中智粗糙集模型以拓展粗糙集理论在处理不确定性问

题方面的应用。Wang 等［22］基于单值中智数的排序方法，构建了多尺度主导的单值中智粗糙集模型，以

更好地处理多尺度下的模糊且不一致的单值中智序决策信息系统。Zheng 等［23］进一步将单值中智集拓

展为时变单值中智集，以有效描述模糊、不确定且随时间变化的应急事件信息，并基于时变单值中智决

策信息系统构建了应急决策模型，更精准地反映实际需求，为决策者提供有力支持。尽管在上述的决

策信息系统研究领域利用粗糙集模型处理增量决策信息系统取得了丰硕成果，然而单值中智序决策信

息系统中的增量式属性约简问题却仍未得到妥善解决。

鉴于此，本文在单值中智序决策信息系统下提出一种基于单值中智优势条件熵的增量属性约简算
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法。首先，在单值中智序决策信息系统下提出单值中智优势条件熵的概念。接着，对新增对象的 4 种不

同类型进行分析，基于这 4 种不同类型探讨单值中智优势条件熵的更新原理，并据此设计一种新的增量

属性约简算法。最后，在 6 个具有优势关系的 UCI 数据集上的对比实验表明所提算法能够在保证分类

精度的同时提高计算效率。

1 基本知识  

1. 1　单值中智集　

定义 1［24］ 设 U = { x1，x2，⋯，xn }为一个非空有限论域，U 上的一个单值中智集 M 可定义为如下

形式

M = {〈x，TM ( x )，IM ( x )，FM ( x )〉 |x ∈ U } （1）
式中：∀x ∈ U，TM ( x )、IM ( x )、FM ( x )∈ [ 0，1 ]，TM ( x )、IM ( x )和 FM ( x )分别为正确隶属度、不确定隶属

度和错误隶属度，且 0 ≤ TM( x ) + IM( x ) + FM( x ) ≤ 3。对 ∀x ∈ U，称 M ( x ) = ( TM ( x )，IM ( x )，FM ( x ) )
是集合 M 下的单值中智数。U 上的所有单值中智数的集合记作 SVNS(U )。

定 义 2［25］ 设 U = { x1，x2，⋯，xn } 为 一 个 非 空 有 限 论 域 ，U 上 的 一 个 单 值 中 智 集 M = 
{〈x，TM ( x )，IM ( x )，FM ( x )〉 |x ∈ U }， 该 单 值 中 智 数 的 得 分 函 数 定 义 为 Sc ( p )=
TM ( p )+ w 1 IM ( p )+( 1 - w 2 IM ( p ) )+( 1 - FM ( p ) )

4 ，其中 p ∈ U 为该单值中智数的任一具体对象，

w 1 = TM ( p )
TM ( p )+ FM ( p )

、w 2 = FM ( p )
TM ( p )+ FM ( p )

为不确定隶属度的权重，Sc ( p )∈ [ 0，1 ]，若 Sc ( p )的值越

大，则相应的单值中智数 M ( p )= ( TM ( p )，IM ( p )，FM ( p ) )越大。

1. 2　基于得分函数的优势关系　

定义 3 设决策信息系统为 S = (U，C ∪ D，F，G )，其中  U = { x1，x2，⋯，xn }为非空有限论域，C =
{ }a1，a2，⋯，ar 为条件属性集，D = { d1，d2，⋯，d s }为决策属性集，F = { fk：U → V k，k ≤ r }为 U 与 C 的关

系集，其中 V k 为条件属性 ak 的有限值域，G = { gf：U → V f，f ≤ s }为 U 与 D 的关系集，V f 为决策属性 df

的有限值域。如果条件属性值为单值中智数 M ( x ) = ( TM ( x )，IM ( x )，FM ( x ) )，那么称该信息系统为单

值中智决策信息系统，记为 SVNDS = (U，C ∪ D，F，G )。
在决策信息系统中，当条件属性的取值呈现递增或递减的偏序关系时，该条件属性被视为系统的

条件准则。同样地，如果决策属性的值域也呈现递增或递减的偏序关系，那么该决策属性被视为系统

的决策准则。若决策信息系统中的条件属性和决策属性均为准则，则该系统称为序决策信息系统。由

于递增和递减的偏序关系仅由考察的准则意义决定，并不影响实际研究，因此将重点放在基于递增偏

序关系所获得的优势关系的研究上，通过得分函数对单值中智数之间的比较，可以建立单值中智决策

信息系统的序关系。

定义 4 给定单值中智决策信息系统 SVNDS = (U，C ∪ D，F，G )，其中  U = { x1，x2，⋯，xn } 为非

空有限论域，C = { }a1，a2，⋯，ar 为条件属性集，D = { d1，d2，⋯，d s }为决策属性集，在 SVNDS 中根据条

件属性子集 A ⊆ C 和决策属性 D 所定义的序关系为

R≥
A = {( x，y )∈ U × U | x ≥ y，∀a ∈ A }= {( x，y )∈ U × U |Sca ( x )≥ Sca ( y )，∀a ∈ A } （2）

R≥
d = { ( x，y )∈ U × U | g ( x，d )≥ g ( )y，d ，∀d ∈ D } （3）
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式中：Sca ( x )表示对象 x 在属性 a 上的得分，g ( x，d )表示对象 x 的决策属性值，此时称该决策信息系统

为单值中智序决策信息系统，记为 SVNDS≥。R≥
A 和 R≥

d 称为单值中智序关系也称为单值中智优势

关系。

基于单值中智优势关系 R≥
A 和 R≥

d 可以诱导出条件属性子集以及决策属性的单值中智优势类，即

[ x ]≥
A = { y ∈ U |( y，x )∈ R≥

A，∀a ∈ A }= { y ∈ U | Sca ( y )≥ Sca ( x )，∀a ∈ A } （4）

[ x ]≥
d = { y ∈ U | g ( y，d )≥ g ( x，d )，∀d ∈ D } （5）

性质 1［25］ 设 SVNDS≥ = (U，C ∪ D，F，G )为单值中智序决策信息系统，U = { x1，x2，⋯，xn }为非

空有限论域；C ∪ D ≠ ∅，C 为条件属性集，D 为决策属性集；B 1、B 2 为条件属性 C 的属性子集；R≥
C 为属

性集 C 下的单值中智优势关系，[ xi ]≥
C 为由单值中智优势关系 R≥

C 诱导出的单值中智优势类，对

xi、xj ∈ U，1 ≤ i ≤ n，1 ≤ j ≤ n，且 i ≠ j，有如下性质：（1）若 B 1 ⊆ B 2 ⊆ C，则有 R≥
C ⊆ R≥

B2
⊆ R≥

B1
；（2）若

B 1 ⊆ B 2 ⊆ C，则有 [ xi ]≥
A ⊆ [ xi ]≥

B2
⊆ [ xi ]≥

B1
；（3）对于 ∀xj ∈ [ xi ]≥

C ，有 [ xj ]≥
C ⊆ [ xi ]≥

C 。

1. 3　优势单值中智粗糙集模型　

定义 5 设 SVNDS≥ = (U，C ∪ D，F，G )为单值中智序决策信息系统，U = { x1，x2，⋯，xn }为非空

有限论域；C ∪ D ≠ ∅，C 为条件属性集，D 为决策属性集；对 ∀A ⊆ C，R≥
A 为条件属性子集 A 下的单值中

智优势关系；对 ∀X ∈ U，关于单值中智优势关系 R≥
A 的下近似和上近似定义为

-R
≥
A ( X )= { xi ∈ U | [ xi ]≥

A ⊆ X，1 ≤ i ≤ n } （6）
- -----
R≥

A ( X )= { xi ∈ U | [ xi ]≥
A ∩ X ≠ ∅，1 ≤ i ≤ n } （7）

式中：[ xi ]≥
A 为单值中智优势关系 R≥

A 诱导出的单值中智优势类，如果
- -- ----- --
R≥ ( α，β )

A ( X )= - -- ----- --R
≥ ( α，β )
A ( X )，那么称 X

是可定义的，否则，X 是不可定义的，即粗糙的，称 [
- -----
R≥

A ( X )=-R
≥
A ( X ) ]为优势单值中智粗糙集。

2 单值中智序决策信息系统下属性约简  

文献［26］提出了优势条件熵模型，用以解决信息熵模型在衡量具有偏序关系的数据时的不足。受

此启发本文提出了单值中智序决策信息系统下的单值中智优势熵、单值中智优势联合熵以及单值中智

优势条件熵的概念，并将单值中智优势条件熵作为属性重要度的度量标准。

定 义 6（单 值 中 智 优 势 熵）　给定单值中智序决策信息系统 SVNDS≥ = (U，C ∪ D，F，G )， U =
{ x1，x2，⋯，xn }为非空有限论域；C ∪ D ≠ ∅，C 为条件属性集，D 为决策属性集；对 ∀A ⊆ C，条件属性将

论域划分为 U/A = { [ x1 ]，[ x2 ]，⋯，[ xn ] }，定义条件属性子集 A 在 U 下的单值中智优势熵为

SMDE≥
A (U )= - 1

n ∑
i = 1

n

log2
| [ xi ]≥

A |
n

（8）

式中 | · |为集合的基数。

定 义 7（单 值 中 智 优 势 联 合 熵）　给定单值中智序决策信息系统 SVNDS≥ = (U，C ∪ D，F，G )，
U = { x1，x2，⋯，xn }为非空有限论域；C ∪ D ≠ ∅，C 为条件属性集，D 为决策属性集；对 ∀A，B ⊆ C，定

义条件属性子集 A 和 B 在 U 下的单值中智优势联合熵为

SMDE≥
A ∪ B (U )= - 1

n ∑
i = 1

n

log2
| [ xi ]≥

A ∩[ xi ]≥
B |

n
（9）

定 义 8（单 值 中 智 优 势 条 件 熵）　给定单值中智序决策信息系统 SVNDS≥ = (U，C ∪ D，F，G )，
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U = { x1，x2，⋯，xn }为非空有限论域；C ∪ D ≠ ∅，C 为条件属性集，D 为决策属性集；对 ∀A、B ⊆ C，定

义条件属性子集 B 关于 A 在 U 下的单值中智优势条件熵为

SMDE≥
B|A (U )= - 1

n ∑
i = 1

n

log2
| [ xi ]≥

A ∩[ xi ]≥
B |

| [ xi ]≥
A |

（10）

单值中智优势熵衡量了单个变量自身的不确定性程度。单值中智优势联合熵则反映了多个变量

共同作用下的不确定性度量。而单值中智优势条件熵则表示在已知某一条件下，变量的不确定性

度量。

定理 1 给定单值中智序决策信息系统 SVNDS≥ = (U，C ∪ D，F，G )，U = { x1，x2，⋯，xn }为非空

有限论域；C ∪ D ≠ ∅，C 为条件属性集，对于条件属性子集 A，B ⊆ C，D 为决策属性集，∀d ∈ D，则有

SMDE≥
B|A (U )= SMDE≥

A ∪ B (U )- SMDE≥
A (U ) （11）

证 明 根 据 定 义 6 可 得 SMDE≥
A (U )= - 1

n ∑
i = 1

n

log2
| [ xi ]≥

A |
n

，根 据 定 义 7 可 得 SMDE≥
A ∪ B (U )=

- 1
n ∑

i = 1

n

log2
| [ xi ]≥

A ∩[ xi ]≥
B |

n
，进而可得

SMDE≥
A ∪ B (U )- SMDE≥

A (U )= - 1
n ∑

i = 1

n

log2
| [ xi ]≥

A ∩[ xi ]≥
B |

n
-(- 1

n ∑
i = 1

n

log2
| [ xi ]≥

A |
n

)=

- 1
n ∑

i = 1

n

( log2
| [ xi ]≥

A ∩[ xi ]≥
B |

n
- log2

| [ xi ]≥
A |

n
)= - 1

n ∑
i = 1

m

log2
| [ xi ]≥

A ∩[ xi ]≥
B |

| [ xi ]≥
A |

= SMDE≥
B|A (U )

证毕。

定理 1 阐明了单值中智优势联合熵、单值中智优势熵与单值中智优势条件熵之间的重要关系。通

过定理 1 可以清晰认识到，单值中智优势条件熵实际上是单值中智优势联合熵与单值中智优势熵之间

的差值。

定义 9 给定单值中智序决策信息系统 SVNDS≥ = (U，C ∪ D，F，G )，U = { x1，x2，⋯，xn }为非空

有限论域；C ∪ D ≠ ∅，C 为条件属性集，D 为决策属性集；对 ∀A ⊆ C，定义 ∀a ⊆ A 在 A 下的内部属性重

要度为

SIGU
in ( a，A，D )= SMDE≥

D |A -{ a } (U )- SMDE≥
D |A (U ) （12）

定义 10 给定单值中智序决策信息系统 SVNDS≥ = (U，C ∪ D，F，G )，U = { x1，x2，⋯，xn }为非空

有限论域；C ∪ D ≠ ∅，C 为条件属性集，D 为决策属性集；对 ∀A ⊆ C，定义 ∀a ⊆ A 在 A 下的外部属性重

要度为

SIGU
out ( a，A，D )= SMDE≥

D |A (U )- SMDE≥
D |A ∪{ b } (U ) （13）

定义 9 和定义 10 表明内部重要度越高，则该属性在已选属性集里的重要度越高；与内部重要度类

似，外部重要度越高，则该属性在已选属性集之外的重要度越高，即可以从已选条件属性集之外来选择

重要度高的条件属性。

定义 11 给定单值中智序决策信息系统 SVNDS≥ = (U，C ∪ D，F，G )，U = { x1，x2，⋯，xn }为非空

有限论域；条件属性子集 R ⊆ C，若以下两个条件同时满足，则称 R 为该单值中智序决策信息系统的约

简集：（1）SMDE≥
D |R (U )= SMDE≥

D |C (U )；（2）∀a ∈ R，SMDE≥
D |R -{ a } (U )> SMDE≥

D |C (U )。
根据定义 9~11，利用单值中智优势条件熵对单值中智序决策信息系统进行属性约简的实现如算

法 1 所示。
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算法 1　单值中智优势条件熵属性约简算法（Single‑valued medium‑intelligence dominant condition‑
al entropy atribute reduction algorithm， SMADA）

输入：单值中智序决策信息系统 SVNDS≥ = (U，C ∪ D，F，G )
输出：t时刻的单值中智序决策信息系统的约简集 Red t

U

（1） 初始化约简集 Red t
U ← ∅，Red ← ∅ 进入步骤（2）；

（2） 根据得分函数 Sc ( x )计算系统所有对象的所有条件属性的得分，进入步骤（3）；

（3） 遍历单值中智序决策信息系统的所有对象的条件属性和决策属性，对于每一个对象，根据定义

4，将满足条件：Sca ( xj )≥ Sca ( xi )，∀a ∈ A 的对象加入到该对象的优势类中，求得所有对象的优势类

[ xt
i ]≥

C ，同理求得 [ xt
i ]≥

D 和 [ xt
i ]≥

A ∩[ xt
i ]≥

D ，进入步骤（4）；

（4） 根据定理 1 求得 SMDE≥
D |C (U )，进入步骤（5）；

（5） 对于 ∀ak ∈ C，根据定理 1 计算 SMDE≥
D |C -{ ak } (U )，进入步骤（6）；

（6） 对于 ∀ak ∈ C，根据定义 9 计算所有 SIGU
in ( ak，Red，D )，如果 SIGU

in ( ak，Red，D )> 0，那么将 ak 加

入 Red，进入步骤（7）；

（7） 计算 SMDE≥
D |Red (U )，若 SMDE≥

D |Red (U )= SMDE≥
D |C (U )，进入步骤（9），否则进入步骤（8）；

（8） 对于 ∀ak ∈ C - Red，根据定义 10 计算 SIGU
out ( ak，Red，D )，将使得 SIGU

out ( ak，Red，D )最大的 ak

加入 Red，再转入步骤（7）；

（9） 将 Red 赋值给 Red t
U，进入步骤（10）；

（10） t时刻的单值中智序决策信息系统的约简集 Red t
U。

例 1　给定单值中智序决策信息系统 SVNDS≥ = (U，C ∪ D，F，G )，如表 1 所示，其中论域 U =
{ x1，x2，x3，x4，x5 } 分别表示 5 个对象；条件属性集 C = { a1，a2，a3，a4 } 分别表示 4 个条件属性；D =
{ 0，1，2 }表示 3 个等级，且优势关系为由低到高排序。

首先通过算法 1 计算约简，步骤如下：

步骤 1　根据得分函数 Sc ( x )的定义计算系统所有对

象的所有条件属性的得分，如表 2 所示。

步骤 2　根据定理 1 求得 SMDE≥
D |C (U )= 0.434 0；

步骤3　 根 据 定 理 1 计 算 SMDE≥
D |C -{ a1 } (U )= 

0.494 8，SMDE≥
D |C -{ a2 } (U )= 0.434 0，SMDE≥

D |C -{ a3 } (U )=
0.551 0，SMDE≥

D |C -{ a4 } (U )= 0.434 0；
步骤4　 根 据 定 义 9 计 算 所 有 SIGU

in ( a1，Red，D )=

表 1　单值中智序决策信息系统

Table 1　Single‑valued medium‑intelligence order decision information system

U
x1

x2

x3

x4

x5

a1

0.3,0.2,0.7
0.3,0.0,0.5
0.0,0.2,0.9
0.6,0.2,0.4
0.3,0.0,0.5

a2

0.3,0.0,0.5
0.0,0.2,0.9
0.3,0.2,0.7
0.3,0.0,0.5
0.0,0.2,0.9

a3

0.3,0.2,0.7
0.3,0.2,0.7
0.3,0.0,0.5
0.6,0.2,0.4
0.3,0.2,0.7

a4

0.3,0.2,0.7
0.0,0.2,0.9
0.3,0.2,0.7
0.3,0.2,0.7
0.0,0.2,0.9

d
0
2
2
1
2

表 2　单值中智决策信息系统得分表

Table 2　Score table of single‑valued medium‑ 
intelligence decision information system

U
x1

x2

x3

x4

x5

a1

0.38
0.45
0.23
0.56
0.45

a2

0.45
0.23
0.38
0.45
0.23

a3

0.38
0.38
0.45
0.56
0.38

a4

0.38
0.23
0.38
0.38
0.23

d
0
2
2
1
2
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0.060 8，SIGU
in ( a2，Red，D )= 0，SIGU

in ( a3，Red，D )= 0.117 0，SIGU
in ( a4，Red，D )= 0，因此 Red = { a1，a3 }；

步骤 5　计算 SMDE≥
D |Red (U )= SMDE≥

D |C (U )= 0.434 0；
步骤 6　输出约简集 Red = { a1，a3 }。

3 单值中智序决策信息系统下增量式属性约简

在单值中智序决策信息系统中，当有新的对象流入时，对象的条件优势集和决策优势集都会随之

改变，原有的属性约简结果不再有效，而重新计算新单值中智序决策信息系统的属性约简时间复杂度

较高，因此本文设计了一种增量属性约简算法。

定理 2 给定单值中智序决策信息系统 SVNDS≥ = (U，C ∪ D，F，G )， U = { x1，x2，⋯，xn }为非空

有限论域；C ∪ D ≠ ∅，C 为条件属性集，∀a ∈ A ⊆ C，D 为决策属性集，∀d ∈ D；在 t + 1 时，单值中智序

决策信息系统中增加一个新的对象 x+，即 U t + 1 = U t ∪{ x+ }，则增加后在 t 时对象 xi 的条件优势集和决

策优势集在 t + 1 时分别为

[ xt + 1
i ]≥

A =
ì
í
î

ïï

ïï

[ xt
i ]≥

A f ( xt
i，a )> f ( x+，a )

[ xt
i ]≥

A ⋃ { }x+ f ( xt
i，a ) ≤ f ( x+，a )

（14）

[ xt + 1
i ]≥

A ∩[ xt + 1
i ]≥

D =
ì
í
î

ïï
ïï

[ xt
i ]≥

A ∩[ xt
i ]≥

D [ f ( xt
i，a )> f ( x+，a ) ] ∧ f ( xt

i，d )> f ( x+，d )
[ xt

i ]≥
A ∩[ xt

i ]≥
D ∪{ x+ } f ( xt

i，a ) ≤ f ( x+，a ) ∧ f ( xt
i，d )> f ( x+，d )

（15）

式中 [ xt
i ]≥

a 表示在 t时对象 xi 相对于属性 a 的优势集。

证明 首先证明 [ xt + 1
i ]≥

A ：

（1）对 ∀a ∈ A ⊆ C，当 f ( xt
i，a )> f ( x+，a )时，因为随着时间变化，原对象的属性值未发生变化，即

f ( xt
i，a )= f ( xt + 1

i ，a )，所以 f ( xt + 1
i ，a )> f ( x+，a )，进而由定义 4 可知 x+ ∉ [ xt + 1

i ]≥
A ，故 [ xt + 1

i ]≥
A =[ xt

i ]≥
A ；

（2）对 ∀a ∈ A ⊆ C，当 f ( xt
i，a ) ≤ f ( x+，a )时，因为随着时间变化，原对象的属性值未发生变化，即

f ( xt
i，a )= f ( xt + 1

i ，a )，所 以 f ( xt + 1
i ，a ) ≤ f ( x+，a )，进 而 由 定 义 4 可 知 x+ ∈ [ xt + 1

i ]≥
A ，故 [ xt + 1

i ]≥
A =

[ xt
i ]≥

A ∪{ x+ }。
[ xt + 1

i ]≥
A ∩[ xt + 1

i ]≥
D 同理可证，证毕。

定理 2 描述了在新增对象之后，对象 xi 的条件优势集、条件优势集与决策优势集的交集在 t~t + 1
时变化情况，即定理 2 说明了如何通过对新增对象的影响来更新 t + 1 时的条件优势集和决策优势集

结构。

在 t + 1 时刻，向单值中智序决策信息系统中加入一个新对象后，系统中原有对象的条件优势集与

决策优势集的数量变动情形可归纳为以下 4 种类型：

（1）若新加入对象 x+在条件属性子集 A ⊆ C 下的得分和决策值均低于论域中原有对象的得分和决

策值，则原有对象的条件优势集和决策优势集均保持不变，即此时对象在 A ⊆ C 下的单值中智优势条

件熵保持不变；

（2）若新加入对象 x+在条件属性子集 A ⊆ C 下的得分和决策值均高于论域中原有对象的得分和决

策值，则原有对象的条件优势集数目和决策优势集均需改变，因此需要调整论域中所有对象的条件优

势集和决策优势集并计算新增加对象的优势集以更新单值中智优势条件熵；

（3）若新加入对象 x+ 在条件属性子集 A ⊆ C 下的得分高于论域中原有对象的得分，而决策值低于

论域中原有对象的决策值，则原有对象的条件优势集发生变化，因此需要调整此部分对象的条件优势

集并计算新增加对象的条件优势集以更新单值中智优势条件熵，而决策优势集保持不变；
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（4）若新加入对象 x+ 在条件属性子集 A ⊆ C 下的得分低于论域中原有对象的得分，而决策值高于

论域中原有对象的决策值，则原有对象的决策优势集发生变化，因此需要调整此部分对象的决策优势

集并计算新增加对象的决策优势集以更新单值中智优势条件熵，而条件优势集保持不变。

定理 3 给定单值中智序决策信息系统 SVNDS≥ = (U，C ∪ D，F，G )，U = { x1，x2，⋯，xn }为非空

有限论域；C ∪ D ≠ ∅，C 为条件属性集，∀a ∈ A ⊆ C，D 为决策属性集，∀d ∈ D；假设 t + 1 时，单值中智

序决策信息系统中增加一个新的对象 x+，即 U t + 1 = U t ∪{ x+ }，此时增量单值中智优势条件熵为

DH ≥
D |A (U ⋃ { x+ } )t + 1 = - 1

n + 1 (∑i = 1

p

log2

|| [ xt
i ]≥

A ∩[ xt
i ]≥

D

|| [ xt
i ]≥

A

+ ∑
j = 1

q

log2
| [ xt

j ]≥
A ∩[ xt

j ]≥
D |+1

| [ xt
j ]≥

A |+1
+

)∑
k = 1

r

log2

|| [ xt
k ]≥

A ∩[ xt
k ]≥

D

| [ xt
k ]≥

A |+1
+ ∑

l = 1

s

log2

|| [ xt
l ]≥

A ∩[ xt
l ]≥

D

|| [ xt
l ]≥

A

+ log2

|| [ x+ ]≥
A ∩[ x+ ]≥

D

|| [ xt ]≥
A

（16）

式中：[ xt
i ]≥

a 表示在 t 时对象 xi 相对于属性 a 的优势集，p 表示条件属性的得分和决策值都高于新加入的

x+的对象个数，q 表示条件属性的得分和决策值都低于新加入的 x+的对象个数，r 表示条件属性的得分

低于而决策值高于新加入的 x+的对象个数，s表示条件属性的得分高于而决策值低于新加入的 x+的对

象个数。

证明 假设 t + 1 时，单值中智序决策信息系统中增加的新对象 x+，位于最优属性值和最劣属性值

之间，则论域中原有的 n 个对象与对象 x+ 存在以下 4 种关系，分别是条件属性和决策属性都优于 x+ 的

数目，条件属性和决策属性都劣于 x+ 的数目，条件属性劣于而决策属性优于 x+ 的数目，条件属性优于

而决策属性劣于 x+的数目，分别用 p、q、r、s表示，p + q + r + s = n。

（1）对于 p 个条件属性的得分和决策值都高于 x+ 的原有对象，条件优势集和决策优势集没有发生

改变，进而由定理 1 可知该部分的增量单值中智优势条件熵为

1
p ∑

i = 1

p

log2

|| [ xt
i ]≥

A ∩[ xt
i ]≥

D

|| [ xt
i ]≥

A

（17）

（2）对于 q 个条件属性的得分和决策值都低于 x+ 的原有对象，条件优势集和决策优势集中都会增

加对象 x+，进而由定理 1 可知该部分的增量单值中智优势条件熵为

1
q ∑

j = 1

q

log2
| [ xt

j ]≥
A ∩[ xt

j ]≥
D |+1

| [ xt
j ]≥

A |+1
（18）

（3）对于 r 个条件属性的得分低于而决策值高于 x+ 的原有对象，条件优势集中会增加对象 x+ 而决

策优势集没有发生改变，进而由定理 1 可知该部分的单值中智优势条件熵为

1
r ∑

k = 1

r

log2

|| [ xt
k ]≥

A ∩[ xt
k ]≥

D

| [ xt
k ]≥

A |+1
（19）

（4）对于 s个条件属性的得分高于而决策值低于 x+的原有对象，条件优势集没有发生改变而决策优

势集中会增加对象 x+，进而由定理 1 可知对于此部分的增量单值中智优势条件熵为

1
s ∑

l = 1

s

log2

|| [ xt
l ]≥

A ∩{ [ xt
l ]≥

D + 1 }
|| [ xt

l ]≥
A

（20）

进而根据定义 6 和定理 2 可以计算此时增量单值中智优势条件熵为
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DH ≥
D |A (U ⋃ { x+ } )t + 1 = - 1

p + q + r + s + 1 (∑i = 1

p

log2

|| [ xt
i ]≥

A ∩[ xt
i ]≥

D

|| [ xt
i ]≥

A

+ ∑
j = 1

q

log2
| [ xt

j ]≥
A ∩[ xt

j ]≥
D |+1

| [ xt
j ]≥

A |+1
+

∑
k = 1

r

log2

|| [ xt
k ]≥

A ∩[ xt
k ]≥

D

| [ xt
k ]≥

A |+1
+ ∑

l = 1

s

log2
|| [ xt

l ]≥
A ∩ { }[ xt

l ]≥
D + 1

|| [ xt
l ]≥

A

+

)log2

|| [ x+ ]≥
A ∩[ x+ ]≥

D

|| [ xt ]≥
A

= - 1
n + 1 (∑i = 1

p

log2

|| [ xt
i ]≥

A ∩[ xt
i ]≥

D

|| [ xt
i ]≥

A

+

∑
j = 1

q

log2
| [ xt

j ]≥
A ∩[ xt

j ]≥
D |+1

| [ xt
j ]≥

A |+1
+ ∑

k = 1

r

log2

|| [ xt
k ]≥

A ∩[ xt
k ]≥

D

| [ xt
k ]≥

A |+1
+

)∑
l = 1

s

log2
|| [ xt

l ]≥
A ∩ { }[ xt

l ]≥
D + 1

|| [ xt
l ]≥

A

+ log2

|| [ x+ ]≥
A ∩[ x+ ]≥

D

|| [ xt ]≥
A

证毕。

定理 3 给出了增量单值中智优势条件熵的具体表达式，表明了增量条件下优势熵的变化规律，为增

量式属性约简算法的设计提供了理论基础。下面基于两种特殊情况给出两个推论。

推论 1 给定单值中智序决策信息系统 SVNDS≥ = (U，C ∪ D，F，G )，U = { x1，x2，⋯，xn }为非空

有限论域；C ∪ D ≠ ∅，C 为条件属性集，∀a ∈ A ⊆ C，D 为决策属性集，∀d ∈ D；当 t + 1 时，在单值中智

序决策信息系统中加入一个新的对象 x+，且原有的所有对象的条件属性的得分和决策值都高于 x+ 的

条件属性的得分和决策值，此时增量单值中智优势条件熵为

DH ≥
D |A (U ⋃ { x+ } )t + 1 = n

n + 1 SMDE≥
A (U ) （21）

证明 因为原有的所有对象的条件属性的得分和决策值都高于新增对象的条件属性的得分和决

策值，所以由定理 3 可知，对于 n 个条件属性的得分和决策值都高于 x+的原有对象的条件属性的得分和

决策值，条件优势集和决策优势集均保持不变，即 p = n，q，r，s = 0，进而得到

DH ≥
D |A (U ⋃ { x+ } )t + 1 = - 1

n + 1 ( )∑
i = 1

n

log2

|| [ xt
i ]≥

A ∩[ xt
i ]≥

D

|| [ xt
i ]≥

A

+ log2

|| [ x+ ]≥
A ∩[ x+ ]≥

D

|| [ xt ]≥
A

= n
n + 1 × ( )- 1

n
×

( )∑
i = 1

n

log2

|| [ xt
i ]≥

A ∩[ xt
i ]≥

D

|| [ xt
i ]≥

A

+ log21 = n
n + 1 SMDE≥

A (U )

证毕。

推论 2 给定单值中智序决策信息系统 SVNDS≥ = (U，C ∪ D，F，G )，U = { x1，x2，⋯，xn }为非空

有限论域；C ∪ D ≠ ∅，C 为条件属性集，∀a ∈ A ⊆ C，D 为决策属性集，∀d ∈ D；当 t + 1 时，在单值中智

序决策信息系统中加入一个新的对象 x+，且原有的所有对象的条件属性的得分和决策值都低于 x+ 的

条件属性的得分和决策值，此时增量单值中智优势条件熵为

DH ≥
D |A (U ⋃ { x+ } )t + 1 = - 1

n + 1 ∑
j = 1

q

log2
| [ xt

j ]≥
A ∩[ xt

j ]≥
D |+1

| [ xt
j ]≥

A |+1
（22）

证明 因为原有的所有对象的条件属性的得分和决策值都低于新增对象的条件属性的得分和决

策值，所以由定理 3 可知，对于 q 个条件属性的得分和决策值都低于 x+的原有对象条件属性的得分和决
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策值，条件优势集和决策优势集中都会增加对象 x+，即 q = n，p，r，s = 0，进而得到

DH ≥
D |A (U ⋃ { x+ } )t + 1 = - 1

n + 1 ( )∑
j = 1

n

log2
| [ xt

j ]≥
A ∩[ xt

j ]≥
D |+1

| [ xt
j ]≥

A |+1
+ log2

|| [ x+ ]≥
A ∩[ x+ ]≥

D

|| [ xt ]≥
A

=

- 1
n + 1 ( )∑

j = 1

n

log2
| [ xt

j ]≥
A ∩[ xt

j ]≥
D |+1

| [ xt
j ]≥

A |+1
+ log21 = - 1

n + 1 ∑
j = 1

n

log2
| [ xt

j ]≥
A ∩[ xt

j ]≥
D |+1

| [ xt
j ]≥

A |+1

证毕。

算法 2 单值中智优势条件熵增量属性约简算法（Incremental SMADA， ISMADA）

输入：单值中智序决策信息系统 SVNDS≥ = (U，C ∪ D，F，G )，Red t
U，新增对象 x+

输出：t + 1 时刻的单值中智序决策信息系统的约简集 Red t + 1
U ∪{ x+ }

（1） 初始化约简集 Red ← Red t
U 进入步骤（2）；

（2） 同 算 法 1 的 步 骤（3，4）计 算 t + 1 时 刻 的 SMDE≥
D |C (U ∪ x+ ) 和 SMDE≥

D |Red (U ∪ x+ )，进 入

步骤（3）；

（3） 判断 SMDE≥
D |C (U ∪ x+ ) 和 SMDE≥

D |Red (U ∪ x+ ) 是否相等，如果相等进入步骤（5），否则进入

步骤（4）；

（4） 对于 ∀ak ∈ C - Red，根据定义 10 计算 SIGU
out ( ak，Red，D )，将使得 SIGU

out ( ak，Red，D )最大的 ak

加入 Red，再转回步骤（3）；

（5） 将 Red 赋值给 Red t + 1
U ∪{ x+ }。进入步骤（6）；

（6） 输出 t + 1 时刻的单值中智序决策信息系统的约简集 Red t + 1
U ∪{ x+ }。

算法时间复杂度分析：在算法 1 中，步骤（2）计算所有对象的得分的时间复杂度为 O ( |U ||C | )，步骤

（3）求解条件优势类和决策优势类的时间复杂度都为 O (|U | 2)，步骤（4~10）计算约简集的时间复杂度

为 O (|U | 2|C | )，因此算法 1 的时间复杂度为 O (|U | 2|C | )。而算法 2 是基于算法 1 提出的，其只需关注新

加入对象对论域中原有对象产生的影响来更新约简结果，故时间复杂度为 O ( |U ||C | )。与算法 1 相比，

计算的时间复杂度明显降低，进而显著提升属性约简的计算效率。

算法空间复杂度分析：在算法 1 中，原始数据存储需存储论域 U 中对象的条件属性与决策属性值，

空间复杂度为 O ( n × ( |C |+ 1) )，每次加入对象都需要重新计算所有对象的优势类，所以优势类存储空

间复杂度为 O ( n2 )，因此算法 1 的总空间复杂度为 O ( n × ( |C |+ 1) + n2 )。而算法 2 是通过增量更新机

制，仅需存储新增对象与受影响原有对象的优势类变化，实际动态空间复杂度为 O ( kn )，其中 k 为新增

对象且 k ≤ n，故总空间复杂度为 O ( n × ( |C |+ 1) + kn )。与算法 1 相比，计算的空间复杂度明显降低，

在数据持续增长场景中内存占用更低。

例 2 在例 1 基础上，新加入对象，继续通过算法 2 计算约简。

步骤 1　接算法 1 计算 t + 1 时刻的 SMDE≥
D |C (U ∪ x+ )= 0.459 1 和 SMDE≥

D |Red (U ∪ x+ )= 0.415 3，
并判断 SMDE≥

D |C (U ∪ x+ )≠ SMDE≥
D |Red (U ∪ x+ )；

步 骤 2　根据定义 10 计算 SIGU
out ( a2，Red，D )= -0.043 8，SIGU

out ( a4，Red，D )= -0.043 8，将 a2 加

入 Red；
步骤 3　计算 SMDE≥

D |Red (U ∪ x+ )并判断 SMDE≥
D |C (U ∪ x+ )= SMDE≥

D |Red (U ∪ x+ )；　
步骤 4　输出约简集 Red t + 1

U ∪{ x+ } = Red = { a1，a2，a3 }。
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4 实验与结果分析  

本节通过将单值中智优势条件熵属性约简算法 SMADA 与单值中智优势条件熵增量属性约简算

法 ISMADA 进行对比实验，以验证 ISMADA 算法的可行性和有效性。实验硬件环境配置为 CPU Intel
（R） Core（TM） i7‑8750H 2.20 GHz，16.0 GB 内存，操作系统为 Window10（64 位）的个人计算机，算法运

行的软件环境为 Matlab R2020a。

4. 1　实验数据集　

从 UCI 机器学习数据库选取 6 个具有优势关

系的数据集进行算法的性能测试，数据集如表 3
所示。由于数据集都是单一属性值的决策信息系

统，因此实验前需要对原始数据进行预处理，以构

造单值中智序决策信息系统，实验采用的隶属度

计算方法参考了文献［27］提出的多尺度单值中智

系统构建框架。首先，计算各数据集中各属性值

与该属性列的最大值、平均值和最小值之间的欧

式距离。其次，对得到的数据进行归一化处理。

最后，将处理后的结果均减去一，以此作为单值中

智序决策信息系统中各条件属性的正确隶属度、不确定隶属度和错误隶属度。这种处理方法的合理性

在于：从几何意义来看，属性值与最大值的距离可反映其“优越性”，对应正确隶属度，与最小值的距离

体现“劣势性”，对应错误隶属度，而与平均值的距离则表征“偏离度”，对应犹豫度；在统计特性方面，最

大值、平均值和最小值构成了属性列的数据分布骨架，能够有效捕捉数据的整体特征；从归一化处理角

度，通过距离比值消除量纲影响，既确保了 0 ≤ TM( x ) + IM( x ) + FM( x ) ≤ 3，又符合单值中智数的数学

定义。

4. 2　约简结果比较　

将各数据集按对象数随机分为 5 等份，第 1 份作为基础数据集，随后逐步添加剩余 4 个数据集。在

此过程中，分别使用 SMADA 算法与 ISMADA 算法来进行属性约简，比较此过程中对数据集属性约简

结果的分类精度及算法运行时间。针对所获取的属性约简结果，采用十折交叉验证策略，在支持向量

机（Support vector machine， SVM）与 K 近邻（K‑nearest neighbor， KNN）分类器上分别评估分类性能，两

种算法得到的结果如表 4、5 所示。

表 3　实验数据集

Table 3　Experimental dataset

序号

1
2
3
4
5
6

数据集

Postoperative
Iris

Wine
Dermatology

Avila
Car

对象数

87
150
178
358

20 867
1 728

属性数

8
4

13
34
10
6

类别数

3
3
3
6

12
4

表 4　两种算法在 6 个数据集属性约简结果比较

Table 4　Comparison of attribute reduction results of two algorithms in six datasets

数据集

Postoperative
Iris

Wine
Dermatology

Avila
Car

SMADA
3，4，6，8

1，3，4
1，2，3，4，5，6，7，10，12，13

1，5，7，9，14，16，17，20，21，22，25，26，28，29，31，33
1，2，4，5，7，8，10

1，2，4，5，6

ISMADA
3，4，6，8

1，3，4
1，2，3，5，6，7，10，12，13

1，5，7，9，14，16， 20，21，22，26，28，29，31，33
1，2，4，5，7，10

1，2，4，5，6
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由表 4 中的属性约简结果可知，在所有数据集下，ISMADA 算法和 SMADA 算法的约简结果极为

相近，二者均能够从原始属性中去除不必要的属性，表明 ISMADA 算法能有效地实现属性约简。从表

5 分类精度方面来看，在 SVM 与 KNN 分类器下，ISMADA 算法约简后的属性集的平均分类精度与

SMADA 算法相比，呈现持平或有所提升的态势。因此，从实验结果进行分析，所提出的 ISMADA 约简

算法在解决单值中智序决策信息系统中有新对象流入时属性约简结果集的更新问题上，展现出了显著

的有效性。数据集 Postoperative、Iris 和 Car 下两种算法的属性约简结果完全一致，而在数据集 Wine、
Dermatology 和 Avila 中，ISMADA 算法的属性约简结果中条件属性个数稍少一些，且 ISMADA 算法分

类精度相对更高。该情况的产生主要归因于两种属性约简算法运行机制的差异性。具体而言，SMA‑
DA 算法与 ISMADA 算法均属于启发式属性约简方法，其核心差异在于搜索策略的不同，即 SMADA
算法在面对更新后的数据集时，采用从空集开始逐步添加属性的贪婪搜索策略，每次迭代选择当前最

优属性直至满足终止条件。这种策略虽能保证约简的完备性，但由于缺乏对历史信息的利用，可能因

初始搜索路径的随机性而陷入局部最优，导致约简结果包含冗余属性。与之不同，ISMADA 算法基于

增量学习机制，在原有约简结果集的基础上进行动态调整，通过继承历史状态减少对非必要属性的重

复评估。从本质上优化了启发式搜索的路径，使得在数据更新过程中 ISMADA 算法能更有效地识别并

保留对分类贡献最大的核心属性，从而生成更精简的约简集。这种差异并非源于属性重要性的动态变

化，而是启发式算法在搜索空间和优化目标上的固有特性，即 SMADA 算法的约简结果更依赖于初始

属性排序，而 ISMADA 算法通过历史信息继承降低了这种依赖性，因此在多数情况下能获得更小的约

简集规模。

综上所述，对于单值中智序决策信息系统中对象增加的情形，ISMADA 算法在约简的分类精度方

面更加占据优势，这主要是由于增量式算法能够有效提取旧单值中智序决策信息系统中保留的原始信

息，提升新信息系统的分类性能。

4. 3　约简时间比较　

为评估 ISMADA 算法在运行时间上的优势，统计在单值中智序决策信息系统中加入不同比例的对

象时 ISMADA 算法和 SMADA 算法的运行时间，并将实验结果直观地展示在图 1 中。从实验结果可以

看出，随着数据集中对象数量的持续增加，ISMADA 算法和 SMADA 算法属性约简时的运行时间均有

所增加，但相比 SMADA 算法运行时间的大幅增加，ISMADA 算法的运行时间增幅极小，这表明 ISMA‑
DA 算法能极大地降低计算复杂度，减少有新对象加入时属性约简所需时间，进而提高属性约简的

效率。

表 5　分类精度比较

Table 5　Comparison of classification accuracy %

数据集

Postoperative
Iris

Wine
Dermatology

Avila
Car

原始数据集

SVM
82.6
89.3
79.6
72.3
88.9
87.5

KNN
83.3
88.1
81.2
73.8
86.5
84.9

SMADA
SVM
86.4
91.3
88.5
78.3
90.2
91.4

KNN
82.3
92.2
90.2
77.9
89.1
88.6

ISMADA
SVM
86.4
91.3
89.3

82.4

90.6

91.4

KNN
82.3
92.2
91.2

81.5

90.3

88.6
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5 结束语  

为满足单值中智序决策信息系统中数据动态增加的需求，本文提出一种基于增量单值中智优势条

件熵的增量式属性约简算法。首先定义了一种新的单值中智优势条件熵，接着通过分析新增对象与系

统原有对象的 4 种不同优势关系，提出了单值中智条件熵的增量更新机制，并构造增量单值中智优势条

件熵以设计增量属性约简算法。在 6 个数据集上的实验结果表明，所提算法在保持高分类精度的同时，

显著降低了算法运行时间。然而，当前算法在处理新增对象时，仍需与已有对象集合进行逐一对比，存

在一定的计算冗余。下一步，将聚焦于优化增量处理的存储与查询机制，计划采用哈希表结构存储数

据对象的优势类信息，通过预处理优势关系的关键特征构建高效索引，使新增对象可通过哈希映射快

速定位匹配的优势类集合，避免对全量数据进行重复对比，从而进一步减少增量过程中的计算冗余。
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