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摘 要： 属性约简依赖于知识粒化和不确定性度量，有助于智能识别。针对不完备连续型数据，邻域决

策粗糙集诱导了属性约简，但相关的邻域关系需要优化改进，同时存在的决策代价值需要集成强化。

本文提出一种新的邻域关系并组建 3 种决策代价融合度量，构造不完备邻域决策粗糙集并系统研究属

性约简。首先，通过改进的距离函数引入不完备邻域关系，提出一种改进的不完备邻域决策粗糙集模

型。然后，基于决策代价引入依赖度和邻域熵，采用乘法融合得到 3 种决策代价融合度量，研究粒化非

单调性。进而，基于 2 种邻域关系和 4 种决策代价相关度量，采用属性重要度设计 8 种启发式约简算法。

数据实验表明，本文所提的 7 种新算法中有 5 种算法具有较好的分类学习性能，改进了基础约简算法。
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Decision‑Cost Fusion Measures

ZHANG　Wanxiang1，2， ZHANG　Xianyong1，2， YANG　Jilin2，3， CHEN　Benwei1，4

(1. School of Mathematical Sciences, Sichuan Normal University, Chengdu 610066, China; 2. Institute of Intelligent Information and 
Quantum Information, Sichuan Normal University, Chengdu 610066, China; 3. College of Computer Science, Sichuan Normal 
University, Chengdu 610101, China; 4. School of Mathematics and Information, China West Normal University, Nanchong 
637009, China)

Abstract： Attribute reduction relies on knowledge granulation and uncertainty measurement， thus 
facilitating intelligent recognition. For incomplete continuous data， neighborhood decision rough sets 
induce attribute reduction. However， the related neighborhood relation deserves optimal improvements， 
while the existing decision cost deserves integrated reinforcements. In this paper， a new neighborhood 
relation is proposed， and three decision-cost fusion measures are constructed， so new incomplete 
neighborhood decision rough sets are established and the attribute reduction is systematically researched. At 
first， an improved distance is introduced to produce an incomplete neighborhood relation， so improved 
rough sets on incomplete neighborhood are proposed. Then， the dependence degree and neighborhood 
entropy are introduced based on decision costs， so three fusion measures on decision costs are obtained by 
multiplication fusion， thus acquiring granulation non-monotonicity. Furthermore， eight heuristic reduction 
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algorithms based on attribute importances are designed from two neighborhood relations and four relevant 
measures of decision costs. As finally verified by data experiments， the five algorithms out of the seven 
new algorithms have good performance of classification learning， thus improving the basic reduction 
algorithm.
Key words: attribute reduction; rough set; incomplete neighborhood relation; uncertainty measure; decision 
cost

引   言

粗糙集理论（尤其是属性约简）在人工智能与模式识别等领域具有广泛研究与应用。Pawlak 粗糙

集模型［1］主要基于等价关系，难以处理具有噪声的实际数据，需要拓展。通过引入概率信息，Ziarko［2］提

出几种广义粗糙集模型；Yao 等［3］采用贝叶斯风险决策，建立具有最小决策代价的决策（理论）粗糙集模

型。当前，决策粗糙集已经广泛应用于各种信息系统的不确定建模与属性约简。张静等［4］在多粒度信

息系统中建立一种柔性多粒化的决策粗糙集；Zhao 等［5］在集值信息系统中建立一种新的多集值决策粗

糙集；Li 等［6］在邻域信息系统中引入决策粗糙集来处理数值数据；针对连续信息系统，Gao 等［7］提出一

种决策粗糙集从而建立基于最大决策熵的属性约简，张敏等［8］提出一种基于类别可区分度的属性约简

算法；Song 等［9］定义模糊决策粗糙集进而构建基于最小决策代价的属性约简算法。

在实际应用中，存在许多不完备连续信息系统［10⁃11］，值得采用粗糙集扩张模型进行数据处理，但相

关的决策粗糙集及其属性约简还需要深入。Liu 等［12］提出不完备信息系统下的决策粗糙集；姚晟等［13］

提出不完备邻域粗糙集和邻域混合熵，处理混合属性和不完备数据的属性约简；蔡艳婧等［14］在不完备

混合信息系统中提出一种不完备混合决策粗糙集，构造特定类多目标代价敏感属性约简算法；姚晟

等［15］在不完备连续型信息系统中引入不完备邻域关系，提出不完备邻域决策粗糙集，构建基于最小化

决策代价的属性约简算法。不完备数据系统的属性约简值得综合考虑决策粗糙集度量与不确定性熵

度量，从而进行算法发展与业绩提升。

聚焦文献［15］，不完备邻域决策粗糙集依赖于邻域关系，而属性约简还依赖于决策代价度量，使得

所建立约简算法能够有效处理不完备连续型数据。但是，存在的邻域关系比较严格，使用的决策代价比

较单一，因此相关约简算法还具有提升空间，本文主要对此实施改进。针对不完备连续信息系统，本文提

出改进的邻域关系与构建决策代价融合度量，推进不确定性建模与约简算法优化，研究框架如图 1 所示。

图 1　不完备连续信息系统上基于邻域与度量的属性约简

Fig.1　Neighborhood and measure based attribute reduction of incomplete continuous information system
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图 1 中的变量含义见下文相关章节。本文的内容创新如下：（1）优化邻域关系，基于旧新邻域关系来获

取 2 种知识粒化；（2）引入依赖度和邻域熵，提出基于决策代价的融合构建方法，得到 3 种具体融合度

量 ；（3）基 于 组 合 度 量 与 粒 化 性 质 ，构 建 2 × 4 = 8 种 非 单 调 的 属 性 约 简 算 法（包 含 当 前 算 法

COSTθ⁃AR［15］与 7 种新算法），系统获取不完备邻域决策粗糙集的优化学习业绩。

1 不完备邻域决策粗糙集  

传统决策粗糙集主要建立在完备的离散信息系统之上，然而实际应用中存在许多不完备连续信息

系统，因此不完备邻域决策粗糙集可以通过不完备邻域关系处理不完备连续型数据，得到邻域类来代

替决策粗糙集中的等价类，进一步通过决策区域划分得到正区域、边界域和负区域，从而完成三支决策

制定。本节主要介绍不完备邻域决策粗糙集的内容，为此首先介绍相关的决策信息系统。

给定决策信息系统 S = (U，AT = C ∪{ d } )，其中论域 U = { x1，x2，⋯，x ∣U ∣ } 是一组非空有限对象

集，AT 为信息系统的属性集（C 为连续数据构成的条件属性集，d 为决策属性）。论域中的对象 x ∈ U 在

属 性 a ∈ C 下 的 属 性 值 表 示 为 a（x）。 属 性 集 A ⊆ C 在 论 域 U 下 的 等 价 关 系 定 义 为 R =
{( x，y )∈ U ∣∀a ∈ A，a ( x )= a ( y ) }，对应的等价类为 [ x ]R = { y∣a ( y )= a ( x ) }。

定 义 1［16⁃17］ 针 对 完 备 决 策 信 息 系 统 S = (U，AT = C ∪{ d } )，x ∈ U 在 条 件 属 性 子 集 A =
{ a1，a2，⋯，an } ⊆ C 上的邻域为

δA( x ) = { y ∈ U ∣ΔA( x，y ) ≤ δ } （1）

式中：δ 为邻域半径；Δ 主要采用欧式距离，有

ΔA( x，y ) = ∑
k = 1

n

( )ak( )x - ak( )y
2

（2）

作为完备决策信息系统的拓展，下面聚焦不完备决策信息系统，其具有空属性值 ∗（即 ∃x ∈ U，

∃a ∈ C，有 a ( x )= *）。对此，下文涉及的 S = (U，AT = C ∪{ d } )均指不完备决策信息系统，并主要考虑

属性子集 A ⊆ C 进行条件粒化，而决策粒化涉及决策分类 U/d = { D 1，D 2，⋯，D m }（具有 m 个决策类）。

定义 2 针对 S = (U，AT = C ∪{ d } )及 A = { a1，a2，⋯，an } ⊆ C，x、y ∈ U 关联的距离函数为

NA( x，y ) = ∑
i = 1

n

N 2
i ( )x，y （3）

Ni( x，y ) =
ì
í
î

ïï

ïïïï

ai( )x - ai( )y         ai( )x ≠ * ∧ ai( )y ≠ *

0                                 ai( )x = * ∨ ai( )y = *
（4）

进而，不完备邻域关系及对应邻域分别为

N δ
A = {( x，y ) ∈ U × U ∣NA( x，y ) ≤ δ }，nδ

A( x ) = { y ∈ U ∣( x，y ) ∈ N δ
A } （5）

式中 δ ≥ 0 称为不完备邻域半径。

针对不完备决策信息系统，定义 2 提出一种邻域粒化，主要拓展完备情况下的欧式距离粒化，并参

考与修正了文献［13］的对应公式。此外，文献［15］提供了一种不完备邻域关系，即

N θ
A ={( x，y ) ∈ U × U ∣∀a ∈ A，( a ( x ) = * ) ∨ ( a ( y ) = * ) ∨ ( ∣a ( x ) - a ( y ) ∣ ≤ θ ) } （6）

其粒化涉及邻域 nθ
A ( x )= { y ∈ U ∣( x，y )∈ N θ

A }。这两种邻域结构可以采用参数 δ、θ 来区分。本文

主要采用前者（即式（5）或定义 2）叙述，最后比较两种邻域结构得到的分类效果。下面模拟文献［13］的

邻域熵自然建立关于 N δ
A 的邻域熵。
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定义 3 针对 S = (U，AT = C ∪{ d } )及 A，邻域信息熵为

Eδ( A ) = 1
∣U ∣

⋅ (1 - ∣nδ
A( )x ∣
∣U ∣ ) （7）

加拿大学者 Yao 采用最小化决策代价原则，提出依托等价

类 [ x ] 的传统决策（理论）粗糙集［3］。对于决策粗糙集，X 和

¬X 分别表示元素在 X 中或者不在 X 中的两种状态，aP、aB、

aN 分别表示 1 个对象 x 在状态 X 中对应的接受、推迟、拒绝 3
种动作，相关的决策代价 3 × 2 矩阵如表 1 所示。对象 x 在两

种 互 补 状 态 集 下 的 条 件 概 率 为 P ( X∣ [ x ] )= ∣X ∩[ x ] ∣
∣ [ x ] ∣

和

P (¬X∣ [ x ] )= 1 - ∣X ∩[ x ] ∣
∣ [ x ] ∣

。根据合理损失条件：λPP ≤ λBP < λNP，λNN ≤ λBN < λPN，可得最小风险决

策 规 则 ：（1） 若 P ( X∣ [ x ] )≥ α 且 P ( X∣ [ x ] )≥ γ，则 x ∈ POS( X )；（2） 若 P ( X∣ [ x ] ) ≤ α 且

P ( X∣ [ x ] )≥ β，则 x ∈ BND ( X )；（3）若 P ( X∣ [ x ] ) ≤ β 且 P ( X∣ [ x ] ) ≤ γ，则 x ∈ NEG ( X )。其中，阈值参

数 α = λPN - λBN

( λPN - λBN )+( λBP - λPP )
， β = λBN - λNN

( λBN - λNN )+( λNP - λBP )
， γ = λPN - λNN

( λPN - λNN )+( λNP - λPP )
。

姚晟等［15］模拟上述经典决策粗糙集建模，提出不完备邻域信息系统下的决策粗糙集，主要将等价

类 [ x ]替换与拓展为邻域 nθ
A ( x )。下面考虑新建邻域 nδ

A ( x )，得到对应的邻域决策粗糙集及相关区域与

代数依赖度。

定义 4 针对 S = (U，AT = C ∪{ d } )并关于参数分布 0 ≤ β ≤ α ≤ 1，决策类 Dj ∈ U/ { d } 的决策

粗糙集正区域、边界域、负区域分别为

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï

ï
ïï
ï

ï

POSα，β
A ( )Dj ={ }x∣P ( )D j∣nδ

A( )x ≥ α

BND α，β
A ( )Dj ={ }x∣β < P ( )D j∣nδ

A( )x < α

NEG α，β
A ( )Dj ={ }x∣P ( )D j∣nδ

A( )x ≤ β

（8）

式中 P ( Dj∣nδ
A ( x ) )=

∣Dj ∩ nδ
A ( x ) ∣

∣nδ
A ( x ) ∣

为邻域 nδ
A ( x )对于决策类 Dj 的条件概率。进而关于决策分类 U/ { d }

可以确定正区域与依赖度，有

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

POSδ
A( )d = ⋃

j = 1

m

POSα，β
A ( )D j

γA( )d = ∣POSδ
A( )d ∣

∣U ∣

（9）

2 决策代价融合度量  

文献［15］关联于不完备邻域决策粗糙集，提出决策代价，并由此采用最小化决策代价来确立属性

约简算法。本节首先引入 nδ
A ( x )邻域表示的决策代价，再考虑加入依赖度与邻域熵从而建立 3 种决策

代价融合度量，为后续属性约简奠定基础。

定义 5 针对 S = (U，AT = C ∪{ d } )及 A，决策类 Dj 的决策代价为

表 1　决策代价矩阵

Table 1　Decision cost matrix

动作集

aP

aB

aN

X
λPP

λBP

λNP

¬X
λPN

λBN

λNN
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COST δ
A( )Dj = ∑

x ∈ POSα，β
A ( )Dj

( p ⋅ λPP +( 1 - p ) ⋅ λPN )+ ∑
x ∈ BND α，β

A ( )Dj

( p ⋅ λBP +( 1 - p ) ⋅ λBN )+

∑
x ∈ NEG α，β

A ( )Dj

( λNP +( 1 - p ) ⋅ λNN ) （10）

式中 p = P ( D j∣nδ
A ( x ) )。进而决策分类单参数决策代价为

COST δ
A( d ) = ∑

j = 1

m

COST δ
A( D j ) （11）

这里，决策代价 COST δ
A ( d )同构采用文献［15］的定义公式，只是依托邻域 nδ

A ( x )。换句话讲，文献

［15］采用的决策代价是依托邻域 nθ
A ( x )的 COST θ

A ( d )。下面主要采用 COST δ
A ( d )来叙述。根据定义

5，可以解释相关的成本函数选择。关联于贝叶斯优化与三支决策，首先得到决策类层的 COST δ
A ( Dj )，

最后采用层次集成求和自然得到决策分类层的 COST δ
A ( d )，从而支撑后续属性约简与分类学习。

定义 6 针对 S = (U，AT = C ∪{ d } )，定义 3 种决策代价融合度量

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

Cγδ
A( )d = COST δ

A( )d ⋅ ( )1 - γA( )d

Ceδ
A( )d = COST δ

A( )d ⋅ ( )1 - Eδ( )A

Ceγδ
A( )d = COST δ

A( )d ⋅ ( )1 - γA( )d ⋅ Eδ( )A

（12）

关于度量机制，COST δ
A ( d )来源于三支决策及成本统计，γA ( d )来源于决策粗糙集分类正域，而

Eδ ( A )关联于知识粒化信息，三者具有异质性与系统性，相关的融合能够产生更全面与更强大的新度

量。在融合构建中，定义 6 围绕决策代价 COST δ
A ( d )，引入依赖度 γA ( d )和邻域熵 Eδ ( A )建立 3 种决策

代价融合度量，即 Cγδ
A ( d )、Ceδ

A ( d )、Ceγδ
A ( d )，其中最后的 Ceγδ

A ( d )完全融合了 3 个基础度量。

性质 1 4 个度量 COST δ
A ( d )、Cγδ

A ( d )、Ceδ
A ( d )、Ceγδ

A ( d )呈现的大小关系为

COST δ
A( )d ≥ Ceγδ

A( )d ，Ceγδ
A( )d ≥ Ceδ

A( )d ，Ceγδ
A( )d ≥ Cγδ

A( )d （13）
证明 根据定义 3、4、6，可得 γA( d )、Eδ ( A )∈ [ 0，1 ]，由此可证。

定 理 1 （1）关 于 属 性 子 集 A 的 变 化 ，COST δ
A ( d ) 具 有 粒 化 非 单 调 性 ；即 若 A ⊆ A'⊆ C，

COST δ
A ( d ) ≤ COST δ

A' ( d ) 不 恒 成 立 而 COST δ
A ( d )≥ COST δ

A' ( d ) 也 不 恒 成 立 。（2）进 而 类 似 地 ，

Cγδ
A ( d )、Ceδ

A ( d )和 Ceγδ
A ( d )均具有粒化非单调性。

证明 （1） 对于决策粗糙集，三支判定区域（POS、BND、NEG）对于属性集合包含关系 A ⊆ A'⊆ C

不具有单调性（即具有粒化非单调性）。同时，虽然 nδ
A ( x ) ⊇ nδ

A' ( x ) 必然诱导 ∣nδ
A ( x ) ∣ ≥ ∣nδ

B ( x ) ∣ 与

∣Dj ∩ nδ
A ( x ) ∣ ≥ ∣Dj ∩ nδ

B ( x ) ∣，但 P ( Dj∣nδ
A ( x ) )=

∣Dj ∩ nδ
A ( x ) ∣

∣nδ
A ( x ) ∣

与 P ( Dj∣nδ
B ( x ) )=

∣Dj ∩ nδ
B ( x ) ∣

∣nδ
B ( x ) ∣

不能确定大

小关系，故 COST δ
A ( d )具有粒化非单调性。实例佐证参见式（17）。（2）虽然 γA ( d )具有粒化单调性（即

nδ
A ( xi ) ⊇ nδ

A' ( xi ) ⇒ N̄ ( Dj ) ⊆ N̄ ( Dj ) ⇒ γA ( d ) ≤ γA' ( d )，但 COST δ
A ( d ) 的 粒 化 非 单 调 性 进 而 诱 导

Cγδ
A ( d )的粒化非单调性，故不能确定 COST δ

A ( d ) ⋅ ( 1 - γA ( d ) )与 COST δ
A' ( d ) ⋅ ( 1 - γA' ( d ) )的必然大

小关系。同理可得 Ceδ
A ( d )和 Ceγδ

A ( d )的粒化非单调性。针对这 3 种融合度量，相关的粒化非单调性佐

证参见式（17）。

针对 COST δ
A ( d )、Cγδ

A ( d )、Ceδ
A ( d )、Ceγδ

A ( d )，性质 1 自然给出 4 种度量的大小比较，而定理 1 挖掘 4
种度量的粒化非单调性，该深入性质可被后面的数据实验（如式（17））所验证。

根据定义 3~6，算法 1 系统地计算出 4 种不确定性度量值。算法 1 有 12 个步骤，涉及 3 个模块。模

块 1 对应步骤（1~5）计算 Eδ ( A )，模块 2 对应步骤（6~10）计算 γA ( d ) 和 COST δ
A ( d )，模块 3 对应步骤
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（11）合成融合度量 Cγδ
A ( d )，Ceδ

A ( d )，Ceγδ
A ( d )，最后步骤（12）输出度量计算结果。

算法 11 计算 4 种度量 COST δ
A ( d )，Cγδ

A ( d )，Ceδ
A ( d )，Ceγδ

A ( d )。
输入：不完备决策信息系统 S = (U，AT = C ∪ { d } )，条件属性子集 A ⊆ C。

输出：COST δ
A ( d )，Cγδ

A ( d )，Ceδ
A ( d )，Ceγδ

A ( d )。
（1） 初始化 Eδ ( A )= 0
（2） for x ∈ U

（3）  nδ
A ( x )= { y ∈ U |( x，y )∈ N δ

A }

（4）  Eδ ( A ) ← Eδ ( A )+ 1
∣U ∣

⋅ ( 1 - ∣nδ
A ( x ) ∣
∣U ∣

)

（5） end for
（6） for j = 1：m

（7）  通过式（8）， 计算 POSα，β
A ( Dj )、BND α，β

A ( Dj )、NEG α，β
A ( Dj )

（8）  通过式（10）， 计算 COST δ
A ( Dj )

（9） end for
（10） 通过式（9）， 计算 γA ( d )； 通过式（11）， 计算 COST δ

A ( d )
（11） 通过式（12）， 计算 Cγδ

A ( d )，Ceδ
A ( d )，Ceγδ

A ( d )
（12） 返回 COST δ

A ( d )， Cγδ
A ( d )， Ceδ

A ( d )， Ceγδ
A ( d )

例 1 不完备决策信息系统 S = (U，AT = C ∪{ d } ) 如表 2 所示，其中 *表示缺失值。这里，U =
{ x1，x2，…，x12 }，C = { c1，c2，c3，c4 }，d 具 有 属 性 值 1、2、3 分 别 诱 导 3 分 决 策 类 ：D 1 =
{ x3，x4，x8，x9 }，D 2 = { x6，x10，x12 }，D 3 = { x1，x2，x5，x7，x11 }。

取邻域参数 δ = 0.1，设置 λPP = λNN = 0，λBP = λBN = 0.2，λNP = λPN = 1 可得决策粗糙集双阈值 α =
1 - 0.2

( 1 - 0.2 )+( 0.2 - 0 )
= 0.8， β = 0.2 - 0

( 0.2 - 0 )+( 1 - 0.2 )
= 0.2。 条 件 属 性 子 集 A ⊆ C 关 注 属 性 增 链

A 1 = { c1 } ⊂ A 2 = { c1，c2 } ⊂ A 3 = { c1，c2，c3 } ⊂ A 4 = { c1，c2，c3，c4 }。

首先，通过最大最小标准化将表 2 数据进行归一化处理 . 聚焦属性子集代表 A = A 3 = { c1，c2，c3 }，
由 定 义 2 可 得 12 个 邻 域 ：nδ

A( x1 ) = { x1 }， nδ
A( x2 ) = { x2，x11 }， nδ

A( x3 ) = { x3，x10 }，nδ
A( x4 ) =

{ x4，x10 }， nδ
A( x5 ) = { x5，x11 }， nδ

A ( x6 ) = { x6，x10 }，nδ
A ( x7 ) = { x7，x11 }， nδ

A ( x8 ) = { x8，x11 }， nδ
A ( x9 ) =

{ x9 }，nδ
A ( x10 )= { x3，x4，x6，x10 }， nδ

A ( x11 )= { x2，x5，x7，x8，x11 }， nδ
A ( x12 )= { x12 }。

（1） 由 定 义 3 可 得 邻 域 熵 Eδ ( A )= 0.819。（2） 由 定 义 4，12 个 邻 域 具 有 12 个 条 件 概 率 ：

表 2　不完备决策信息系统实例

Table 2　Example of incomplete decision information system

U
x1

x2

x3

x4

x5

x6

c1

250
256
286
288
234
259

c2

0.180
0.162
0.183
0.250
0.167
0.235

c3

0.30
0.36
0.84
0.78
0.30
0.75

c4

1.10
0.63
2.98
3.32
0.78
1.22

d
3
3
1
1
3
2

U
x7

x8

x9

x10

x11

x12

c1

270
280

*
*
*

226

c2

0.165
*

0.100
*

0.164
*

c3

0.30
0.30
0.52
0.80
0.33
0.73

c4

0.83
3.40
3.14
1.30
0.76
1.10

d
3
1
1
2
3
2
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P ( D 3∣nδ
A ( x1 ) ) = 1，P ( D 3∣nδ

A ( x2 ) ) = 1，P ( D 3∣nδ
A ( x3 ) ) = 0，P ( D 3∣nδ

A ( x4 ) ) = 0，P ( D 3∣nδ
A ( x5 ) ) = 1，

P ( D 3∣nδ
A ( x6 ) ) = 0，P ( D 3∣nδ

A ( x7 ) ) = 1，P ( D 3∣nδ
A ( x8 ) ) = 0.5，P ( D 3∣nδ

A ( x9 ) ) = 0，P ( D 3∣nδ
A ( x10 ) ) = 0，

P ( D 3∣nδ
A ( x11 ) )= 0.8，P ( D 3∣nδ

A ( x12 ) )= 0。故可得 POSδ
A ( D 3 )= { x1，x2，x5，x7，x11 }。同理可以计算得

到 POSδ
A ( D 1 )= { x9 }，POSδ

A ( D 2 )= { x6，x12 }。因此，依赖度 γA ( d )= ∣POSδ
A ( d ) ∣

∣U ∣
= 8

12 = 0.667。（3）由

定义 5，COST δ
A ( D 1 )= 1。同理可以计算得到 COST δ

A ( D 2 )= 0.6，COST δ
A ( D 3 )= 0.4，因此总的决策代

价 COST δ
A ( d )= 2。（4）由定义 6，采用乘积集成可得：Cγδ

A( d ) = 2 × ( 1 - 0.667) = 0.667，Ceδ
A( d ) = 2 ×

( 1 - 0.819) = 0.361，Ceγδ
A ( d )= 2 ×( 1 - 0.667 × 0.819 )= 0.907 4。

如上 4 步计算完全吻合于算法 1，即相关度量结果可以由算法 1 得到。类似地，可以计算关于

A 1、A 2、A 4 的 4 种度量，所有结果记录于表 3。

基 于 表 3 可 以 自 然 检 验 相 关 的 度 量 性 质 。 性 质 1 的 大 小 关 系 明 显 。 关 于 定 理 1，这 里 的

COST δ
A ( d )、Cγδ

A ( d )、Ceδ
A ( d )、Ceγδ

A ( d )都是随着属性增加（邻域覆盖粗化）而减少，故只展现一种单调

性，而非单调性将在后面的实验中观察得到。

3 基于决策代价融合度量的属性约简算法  

本 节 讨 论 度 量 诱 导 的 属 性 约 简 算 法 。 特 别 地 ，文 献［15］采 用 依 托 邻 域 nθ
A ( x ) 的 决 策 代 价

COST θ
A ( d )，采用添加⁃删除策略进行属性约简。现在，邻域关系 N θ

A 推进到 N δ
A，决策代价被改进到 3 种

融合度量，由此得到 2 × 4 = 8 种度量，它们都可以采用文献［15］约简框架进行算法构建。8 种度量统

一设置为

Mea♡
A ( d )，Mea ∈ { COST，Cγ，Ce，Ceγ }，♡ ∈ { θ，δ } （14）

相关的度量结构与算法符号参见表 4（其中 AR 表示属性约简算法），其一致于图 1 的相关描述。下

面，陈述基于代表度量 Mea♡
A ( d )的代表算法 Mea♡⁃AR，其中采用了属性重要度。

表  3　实例关于条件属性增链的多种度量值

Table 3　Example’s multiple measure values based on addition chain of conditional attributes

度量

( COST δ
A ( d ),γA ( d ),Eδ ( A ) )
COST δ

A ( d )
Cγδ

A ( d )
Ceδ

A ( d )
Ceγδ

A ( d )

{ c1 }
(7.1,0,0.44)

7.100
7.100
3.944
7.100

{ c1,c2 }
(5.143,0.833,0.653)

5.143
4.714
1.786
4.863

{ c1,c2,c3 }
(2,0.667,0.819)

2.000
0.667
0.361
0.907

{ c1,c2,c3,c4 }
(0,1,0.861)

0.000
0.000
0.000
0.000

表 4　2 种邻域关系和 4 种基础度量诱导的 8 个约简算法（约简度量）

Table 4　Eight reduction algorithms （reduction measures） based on two neighborhood relations and four basis 
measures

度量邻域关系

N θ
A

N δ
A

COST ♡
A ( d )

COSTθ⁃AR (COST θ
A ( d ))

COSTδ⁃AR (COST δ
A ( d ))

Cγ♡
A ( d )

Cγθ⁃AR (Cγθ
A ( d ))

Cγδ⁃AR (Cγδ
A ( d ))

Ce♡
A ( d )

Ceθ⁃AR (Ceθ
A ( d ))

Ceδ⁃AR (Ceδ
A ( d ))

Ceγ♡
A ( d )

Ceγθ⁃AR (Ceγθ
A ( d ))

Ceγδ⁃AR (Ceγδ
A ( d ))
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定 义 7 针对 S = (U，AT = C ∪{ d } ) 与度量 Mea♡
A ( d )， a ∈ C - A 相对于 A ⊆ C 的属性外重要

度为

SIGout Mea♡( a，A，d ) = Mea♡
A ( d ) - Mea♡

A ∪ { }a ( d ) （15）
a ∈ A 相对于 A ⊆ C 的属性内重要度为

SIGin Mea♡( a，A，d ) = Mea♡
A ( d ) - Mea♡

A - { }a ( d ) （16）
由定义 7，针对现有条件 A，可计算属性 a 在增加或者删除时对分类性能影响的重要度。若

SIGoutMea♡ ( a，A，d ) 大 于 0 且 越 大 ，则 a 关 于 A 对 于 d 的 属 性 重 要 度 越 大 ，可 进 行 添 加 。 若

SIGin Mea♡ ( a，A，d ) 小 于 0 且 越 小 ，则 a 关 于 A 对 于 d 的 属 性 重 要 度 越 大 ，不 需 要 删 除 。 反 之

SIGin Mea♡ ( a，A，d )大于等于 0，则 a 不重要，需要删除。由此，可以构造属性约简的启示式算法，如算

法 2 所示。

算法 2 基于 Mea♡
A ( d )的启发式属性约简算法（Mea♡⁃AR）

输入：不完备决策信息系统 S = (U，AT = C ∪ { d } )。
输出：属性约简 red。
（1）初始化 red=∅，记 Mea♡

∅ ( d )为一个很大的值

（2）while C - red ≠ ∅
（3）  for a ∈ C - red
（4）    根据算法 1 计算 SIGout Mea♡ ( a，red，d )= Mea♡

red ( d )- Mea♡
red ∪ { }a ( d )

（5）  end for
（6）  选择属性 ak，使得 SIGout Mea♡ ( ak，red，d )= maxa ∈ C - red ( SIGout Mea♡

A ( a，red，d ) )
（7）  如果 SIGout Mea♡ ( ak，red，d )> 0， 则 red ← red ∪ { ak }， 否则， break
（8）end while
（9）while red ≠ ∅
（10）  for a ∈ red
（11）    根据算法 1 计算 SIGin Mea♡ ( a，red，d )= Mea♡

red ( d )- Mea♡
red - { }a ( d )

（12）  end for
（13）  选择属性 ah，使得 SIGin Mea♡ ( ah，red，d )= maxa ∈ red ( SIGin Mea♡

A ( a，red，d ) )
（14）  如果 SIGin Mea♡ ( ah，red，d )≥ 0， 则 red ← red - { ah }，否则 break
（15）end while
（16）返回约简 red
算法 2 描述了代表算法 Mea♡⁃AR，故而统一给出 8 种算法（如表 4 或图 1）。算法 2 分为两个部分：

第一部分（步骤（1~8））由属性外重要度对约简备集 red 添加重要属性，第二部分（步骤（9~15））由属性

内重要度对所得 red 进一步反向删除相对冗余属性，最后步骤（16）输出约简结果。这里步骤（2~8）的最

大 计 算 次 数 为 m ∣C∣2∣U ∣2，步 骤（9~15）的 最 大 计 算 次 数 为 m ∣C∣2∣U ∣2，故 算 法 2 的 时 间 复 杂 度 为

O ( m∣C∣2∣U ∣2 )。
例 2 继续以例 1 相关数据为例，表 5 给出 8 种算法的属性约简结果。表 6 展示了 Ceγδ⁃AR 算法的

过程和细节。在表 6 中，上半部分对应算法 2 的步骤（1~8），通过最大属性外重要度先后添加属性 c4、

c3，得到中间值 red = { c3，c4 }；下面部分对应算法 2 的步骤（9~16），实施冗余属性的反向删除，但属性内

重要度均小于 0 故而 c3、c4 均不能删除，最终得到属性约简 red = { c3，c4 }。观察表 5 可知，融合度量和邻

域关系对属性约简都有一定的影响，约简结果具有一些差异性。
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4 数据实验  

基于文献［15］的邻域关系与决策代价，上述研究改进构建了 1 种邻域关系和 3 种融合度量，从而系

统构建 2 × 4 = 8 种约简算法（如表 4或图 1）。本节主要实施数据集实验，首先基本验证不确定性度量，进

而重点比较约简算法的分类效果。为此，从 UCI机器学习数据库（http：//archive.ics.uci.edu）选取 6 个数

据集进行实验，如表 7 所示。这 6 个数据集均涉及连续型数据，并采用常用的最大⁃最小归一化进行预处

理。数据集需要不完备性设置，在实验中随机选取 3% 条件属性值处理为缺失值。此外，实验的决策代价

将按以下关系随机选取：λPP = λNN = 0，0 < λBP < λNP ≤ 1，0 < λBN < λPN ≤ 1。数据实验主要采用具有

i5 2.30 GHz处理器、8 GB 内存、Windows 10 操作系统的计算机，并采用 Matlab 语言实现算法编程。

4. 1　融合度量的计算验证　

融合度量验证主要聚焦基于 nδ
A ( x )邻域表示的 4 种度量，包括决策代价 COST δ

A ( d )与 3 种融合度

量 Cγδ
A ( d )、Ceδ

A ( d )、Ceγδ
A ( d )。 为 了 多 样 观 察 ，选 取 条 件 属 性 增 链 A 1 = { c1 } ⊂ A 2 =

{ c1，c2 } ⊂ ⋯ ⊂ An = C 和 δ 半径增链 δ1 = 0.02 < δ2 = 0.04 < ⋯ < δ10 = 0.2。主要采用算法 1 进行计

表 5　8 种算法的属性约简结果

Table 5　Attribute reduction results for eight algorithms

度量邻域关系

N θ
A ( θ = 0.12 )

N δ
A ( δ = 0.1 )

COST ♡
A ( d )

{ c2,c3,c4 }
{ c3,c4 }

Cγ♡
A ( d )

{ c2,c3,c4 }
{ c2,c3,c4 }

Ce♡
A ( d )

{ c3,c4 }
{ c3,c4 }

Ceγ♡
A ( d )

{ c3,c4 }
{ c3,c4 }

表 6　Ceγδ‑AR 算法过程

Table 6　Ceγδ ‑AR algorithmic process

添加步骤

(1)

(2)

(3)

删除步骤

(1)

约简 red { c3,c4 }

red

∅

{ c4 }
{ c3,c4 }

red

{ c3,c4 }

Ceγδ
red

10.000

1.074

0.000
Ceγδ

red

0.000

C - red

{ c1,c2,c3,c4 }
{ c1,c2,c3 }

{ c1,c2 }
red - { a } ( a ∈ red )

{c3 }, {c4 }

Ceγδ
red ∪ { }a /SIGout Mea♡

A ( a,red,d )

(7.100,6.336,2.372,1.074)/(2.900,3.664,7.628,8.926)

(0.272,0.733,0)/(0.802,0.341,1.074)

(0.000,0.000)/(0.000,0.000)

Ceγδ
red - { }a /SIGin Mea♡

A ( a,red,d )

(1.074,2.372)/(−1.074,−2.372)

属性 ak

c4

c3

−

属性 ah

−

表 7　实验数据集

Table 7　Experimental datasets 个

序号

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)

数据集名称

Wine
Sonar

Ionosphere
Heart failure

Seeds
Wdbc

样本数量

178
208
351
299
210
569

条件属性数量

13
60
34
12
7

31

决策类数量

3
2
2
2
3
2
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算，4 种度量的相关计算结果描绘于图 2 的三维曲面。在图 2 中，x 轴对应条件属性，y 轴对应 δ，z 轴对应

不确定性度量值。

图 3 的相关结果可以验证 4 个度量的粒化非单调性和大小关系。例如数据集（e）Seeds 可以提供如

下非单调反例（δ = 0.1）
ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

COST δ
A 4( )d = 23.251 > COST δ

A 5( )d = 11.116 < COST δ
A 6( )d = 11.146

Cγδ
A 4( )d = 5.093 > Cγδ

A 5( )d = 1.323 < Cγδ
A 6( )d = 1.327

Ceδ
A 5( )d = 0.318 > Ceδ

A 6( )d = 0.310 < Ceδ
A 7( )d = 0.312

Ceγδ
A 5

( d )= 1.603 > Ceγδ
A 6

( d )= 1.600 < Ceγδ
A 7

( d )= 1.657

（17）

这些结果验证了定理 1。此外，图 2 中 4 个度量的大小关系与性质 1 的结论一致。

4. 2　约简算法的分类比较　

针对 8 种约简算法（如表 4 或图 1），第 1 个 COSTθ⁃AR［15］是已有的最小决策代价属性约简算法， 其
余 7 个是新算法。下面通过约简长度和 K⁃近邻分类精度来系统比较相关算法，其中 θ 和 δ 分别设置为

0.12 和 0.1。为了更好地对比与改进分析，特别增加不完备信息系统的 2 个相关算法，对比算法 1 与 2 分

别为基于邻域混合熵的属性约简算法［13］与特定类多目标代价敏感属性约简算法［14］；在上述 3% 基础上

引入 8% 与 15% 数据缺失率，最终形成低、中、高 3 种缺失率供深入实验与综合比较。

图 2　基于属性增链和半径增链的 4 种度量曲面

Fig.2　Four measure surfaces on attribute addition chain and radius addition chain
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针对缺失率 3 元组（3%，8%，15%），10 个算法的约简长度如表 8 所示，其中黑体标识最小约简长度

和最佳实现次数。由表 8 可知，后 4 种算法关于数据集与缺失率的总平均约简长度分别为 6.13、5.92、
6.25、6.00，优于前 6 种算法的总平均约简长度为 10.04、7.00、9.50、9.53、12.44、11.67。因此，所有 10 种

算法都能有效约简属性，但来源于 nδ
A ( x )的 4 种算法具有约简长度优势，表明新建邻域关系的改进性。

基于所建算法，Cγδ⁃AR 与 Ceγδ⁃AR 分别取得最优与次优的平均约简长度，接下来是算法 COSTδ⁃AR 和

Ceδ⁃AR。

本文将 10 种算法的约简结果应用于 KNN 分类器（K=9）。表 9 给出了基于十折交叉平均的分类精

度，其中黑体标识最优分类精度及最优获取次数。表 9 实际涉及关于 3 种缺失率（3%，8%，15%）的 3 种

试验精度模块，每个模块最后有关于 6 个数据集的统计，包括平均精度与最佳次数；进而，表 9 的最后 1
行提供了关于 3 种缺失率数据集的统计，由此可以提供相关的总平均精度与算法排序：［84.729 3，
86.287 2，85.756 6，85.231 8，83.717 1，86.193 2，87.604 6，87.569 2，86.179，88.138 8］，

Ceγδ⁃AR ≻ COSTδ⁃AR≻Cγδ⁃AR≻对比算法 2≻Ceγθ⁃AR≻Ceδ⁃AR≻COSTθ⁃AR≻Cγθ⁃AR≻对比算法

1≻Ceθ⁃AR。可见，3 种新算法 Ceγδ⁃AR、COSTδ⁃AR、Cγδ⁃AR 分别取得最优、次优、第 3 的总平均精度，

它们优于对比算法 1、2 与存在算法 COSTθ⁃AR［15］，因此具有改进性。此外，新算法 Ceδ⁃AR 也优于存在

算法 COSTθ⁃AR 及对比算法 1，因此基于 N δ
A 的 4 种新算法都具有改进优势，这也表明新建邻域关系 N δ

A

的改进性。事实上，邻域关系 N θ
A
［15］需要所有属性的距离函数满足同一条件，过多冗余信息导致邻域等

价类较多，因此变得相对严格；基于欧式距离的邻域关系 N δ
A 充分利用所有属性的值，因此获得更合理

的邻域等价类和知识粒化，相关约简算法则自然具有较好的分类效果。

表 8　10 种算法的约简长度（缺失率组（3%，8%，15%））

Table 8　Reduction lengths of ten algorithms （miss‑rate group （3%，8%，15%））

数据集

Wine

Sonar

Ionasphere

Heart 
failure

Seeds

Wdbc

平均

长度

总平均

长度

对比

算法 1

(7,8,9)

(8,8,8)

(9,11,
31)

(10,10,
12)

(5,5,7)

(8,11,
15)

(7.83,
8.63,
13.67)

10.04

对比

算法 2

(4,4,5)

(5,5,6)

(6,6,8)

(7,8,9)

(7,6,6)

(8,11,
15)

(6.17,
6.67,
8.17)

7.00

COSTθ⁃
AR

(6,6,6)

(7,7,5)

(9,11,9)

(11,12,
11)

(5,5,5)

(18,18,
18)

(9.33,
9.83,
9.33)

9.50

Cγθ⁃AR

(6,7,6)

(7,6,6)

(9.5,11,
8)

(11,12,
12)

(5,5,5)

(18,18,
18)

(9.42,
10,9.17)

9.53

Ceθ⁃AR

(6,6,7)

(6,6,7)

(10,12,
31)

(12,12,
12)

(7,7,7)

(25,26,
25)

(11,
11.5,
14.83)

12.44

Ceθ⁃AR

(6,6,6)

(6,6,7)

(10,12,
30)

(11,11,
12)

(5,6,6)

(24,23,
23)

(10.33,
10.67,

14)

11.67

COSTδ⁃
AR

(4,5,5)

(5,5,5)

(6,7,6)

(7,7.5,8)

(6,6,6)

(7,7,8)

(5.83,
6.25,
6.33)

6.13

Cγθ⁃AR

(4,4,5)

(5,5,5)

(4,6,6)

(7.5,
7.5,7)

(6,6,6)

(7.5,8,
7)

(5.67,
6.08,6)

5.92

Ceδ⁃AR

(5,5,5)

(5,5,5)

(6,7,6)

(7,7.5,
7)

(7,7,7)

(7,7,7)

(6.17,
6.42,
6.17)

6.25

Ceγδ⁃AR

(4,4,5)

(5,5,5)

(6,6,6)

(7,7,8)

(6,6,6)

(7,8,7)

(5.83,6,
6.17)

6.00
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表 9　10 种算法的 KNN 分类精度（3 种缺失率 3%，8%，15%）

Table 9　KNN classification accuracies of ten algorithms （three miss rates 3%  ，8%，15%） %

(3% 缺失率)
数据集

Wine

Sonar

Ionasphere

Heart failure

Seeds

Wdbc

平均精度

(最佳次数)

(8% 缺失率)
数据集

Wine

Sonar

Ionasphere

Heart failure

Seeds

Wdbc

平均精度

(最佳次数)

(15% 缺失

率)数据集

Wine

Sonar

Ionasphere

Heart failure

Seeds

Wdbc

平均精度

(最佳次数)

总平均精度

对比算

法 1

97.153

78.847

83.148

70.552

92.857

96.901

86.576 3
(0)

对比

算法 1

95.564

76.604

81.111

69.586

89.095

94.665

84.438 7
(0)

对比

算法 1

93.597

75.89

80.093

69.897

85.762

93.798

83.172 8
(0)

84.729 3

对比算

法 2

97.554 2

77.546 8

84.486 8

75.058 4

91.568 1

96.684 5

87.149 8
(1)

对比

算法 2

96.665

77.528

83.736

74.451

90.567

95.687

86.439 2
(0)

对比

算法 2

94.638

78.675

83.689

74.857

86.159

93.618

85.272 6
(0)

86.287 2

COSTθ⁃
AR

96.909 9

80.902 5

83.657 5

70.0690

93.571 5

96.3890

86.916 6
(1)

COSTθ⁃
AR

96.778

80.852

83.611

69.172

91.905

94.727

86.174 2
(1)

COSTθ⁃
AR

94.972

77.995

81.389

70.931

88.571

91.216

84.179 0
(1)

85.756 6

Cγθ⁃AR

97.153

77.366

83.148

70.230

92.857

96.491

86.207 5
(0)

Cγθ⁃AR

97.513

77.995

86.926

68.253

90.952

93.85

85.854 8
(1)

Cγθ⁃AR

92.153

76.366

82.685

70.575

88.095

91.924

83.633 0
(0)

85.231 8

Ceθ⁃AR

96.042

74.837

83.796

70.253

91.905

96.836

85.611 5
(0)

Ceθ ⁃AR

96.667

76.892

80.926

68.897

86.19

93.496

83.844 7
(0)

Ceθ ⁃AR

89.931

75.564

81.389

68.92

83.333

91.034

81.695 2
(0)

83.717 1

Ceγθ⁃
AR

97.187 5

80.942 0

83.842 5

70.943 0

93.571 5

97.011 5

87.249 7
(1)

Ceγθ⁃A
R

97.222

78.945

84.167

69.264

91.182

96.839

86.269 8
(1)

Ceγθ⁃
AR

94.708

80.125

81.593

71.874

88.714

93.347

85.060 2
(1)

86.193 2

COSTδ⁃
AR

94.444

81.704

87.222

78.943

92.857

95.614

88.464
(0)

COSTδ⁃
AR

95.124

80.802

87.037

78.931

90.952

95.786

88.105 3
(0)

COSTδ⁃
AR

93.22

81.707

85.185

77.966

85.714

93.675

86.244 5
(0)

87.604 6

Cγδ⁃AR

96.319 5

81.727 0

88.287 0

79.598 0

92.381 0

97.137 0

89.241 6
(1)

Cγδ⁃AR

93.819

81.228

88.333

78.241

88.571

96.303

87.749 2
(1)

Cγδ⁃AR

92.639

78.268

85.134

77.621

87.143

93.496

85.716 8
(0)

87.569 2

Ceδ⁃AR

94.444 0

75.752 0

83.472 0

80.247 0

91.429 0

96.045 0

86.898 2
(0)

Ceδ⁃AR

94.444

76.416

85.556

78.92

86.19

95.608

86.789 0
(0)

Ceδ⁃AR

91.042

78.271

81.389

78.310

85.714

94.373

84.849 8
(1)

86.179

Ceγδ⁃
AR

96.519 5

81.756 5

88.564 5

80.297 0

92.619 0

96.854 0

89.435 1

(3)

Ceγδ⁃
AR

93.708

81.752

87.576

79.287

90.571

95.959

88.142 1

(2)

Ceγδ⁃
AR

92.778

83.183

86.759

77.529

86.238

94.549

86.839 3

(3)

88.138 8

约简算法的改进主要来源于邻域关系与不确定性度量这两个维度的改进。上面已经验证了邻域

粒化改进对算法的促进，下面主要分析基于度量的算法情况。综合 N θ
A 与 N δ

A 两种情形，基于 COST 分

析融合度量，Cγ 与 Ce 不一定促进约简算法，但最终的 Ceγ 具有较大的算法改进效果。事实上，基于决
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策代价 COST，Ceγδ 利用依赖度和邻域熵实施了双重融合，因此它的改进效果是明显且合理的。同时，

对比 2 种改进，邻域粒化比度量融合能更好地带来约简算法的分类效益。最终，Ceγδ⁃AR 充分得益于邻

域关系 N δ
A 和融合度量 Ceγδ 的双重改进，成为最优算法，有效改进当前算法 COSTθ⁃AR［15］。

除了上述分类精度，下面补充说明算法运行时间。为此，以 15% 缺失率为例，图 3 记录了 10 种算法

的时间，其中，图 3（a，b）分别呈现小数据集与大数据集的运算时间。在数据集 Ionosphere 与 Wdbc 中，

基于 N θ
A 的 4 种算法的运算时间偏高但几乎在一个级别，而基于 N δ

A 的 4 种算法的运算时间偏低；在其余

数据集中，所有 10 种算法的运算时间差距并不大。因此关于 3 种对比算法，7 种新算法从计算时间来讲

是可行、有效的。

5 结束语  

决策粗糙集及其属性约简有利于不完备连续型信息系统的不确定性处理和数据分析，但目前的相

关研究还不够深入［15］，具体的不足之处主要体现在：邻域关系具有较多邻域类冗余信息、决策代价度量

过于单一、属性约简还具有关于分类学习的提升空间。针对这些问题，本文首先引入新的基于距离改

进的邻域关系，建立不完备邻域决策粗糙集，该模型可以有效处理不完备连续数据；然后通过融合决策

代价、依赖度和邻域熵得到 3 种新的不确定性度量；进而基于最小化决策代价，构建 2 × 4 = 8 种启发式

属性约简算法。最后数据集实验验证了不确定性度量和约简算法的有效性，提出的新算法大多（尤其

是 Ceγδ⁃AR）具有更好的分类效果。对于实际应用提出的邻域粒化与融合度量有利于粒计算效率与测

量优化，而建立的属性约简及其算法系统有利于模式识别与分类学习。相关粒化、度量、约简的深化与

泛化能够诱导研究发展与应用拓展，成为可能面临的挑战。关于未来改进方向，可以增加不完备缺失

值的填充，考虑三支决策等技术来改进与优化现有研究结果，并推广应用于多种信息系统（包括多粒度

信息系统与集值信息系统等）。
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