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广义多项式结构稳健宽带波束形成器优化设计

许志强， 陈华伟

（南京航空航天大学电子信息工程学院，南京  211106）

摘 要： 传统多项式结构宽带波束形成器的设计一般采用有限冲激响应（Finite impulse response， FIR）

滤波器。本文通过使用正交基滤波器替代传统设计中的 FIR 滤波器，提出了一种广义多项式结构宽带

波束形成器。所提多项式结构宽带波束形成器可视为传统多项式结构宽带波束形成器的推广，因而结

构上更为灵活。为增强广义多项式结构宽带波束形成器的鲁棒性，进一步提出了基于平均性能优化准

则的稳健优化设计方法。该方法通过粒子群算法对正交基滤波器中的极点进行优化，以利用极点所提

供的自由度提高多项式结构宽带波束形成器的性能；同时通过引入阵列响应的空间导数约束，减小了

由有限次多项式插值所造成的波束主瓣指向偏差。仿真结果表明，与传统多项式结构设计方法相比，

所提设计方法能够获得更好的频率不变性和鲁棒性，且有效改善了波束主瓣指向的精准度，提高了多

项式结构宽带波束形成器的指向性指数。
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Optimal Design of Generalized Polynomial Broadband Beamformers with Robustness
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Abstract： Finite impulse response （FIR） filters are generally used in the design of traditional polynomial 
broadband beamformers. A generalized polynomial broadband beamformer is proposed by using the 
orthogonal basis filter instead of FIR filter of the traditional design in this paper. The proposed polynomial 
broadband beamformer can be regarded as an extension of the traditional polynomial broadband 
beamformers， so its structure is more flexible. In order to enhance the robustness of the generalized 
polynomial broadband beamformer， a robust optimization design method based on average performance 
optimization criterion is further proposed. The poles of the orthogonal basis filter are optimized by particle 
swarm optimization in this method， so that the performance of the polynomial broadband beamformer can 
be improved by using the freedom provided by the poles. By introducing the spatial derivative constraint of 
array response， the orientation deviation of beam mainlobe caused by finite polynomial interpolation is 
reduced. The simulation results show that， compared with the traditional design method of polynomial 
structure， the proposed design method can obtain better frequency invariant performance and robustness， 
effectively improve the orientation accuracy of beam mainlobe， and improve the directivity index of 
polynomial broadband beamformers.
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引　　言

宽带波束形成是阵列信号处理领域的一项重要技术，在雷达、声呐、无线通信以及音频处理等系统

中具有广泛应用［1‑3］。在音频处理系统中，传统的宽带波束形成器为滤波求和结构，即通过将每个阵元

后有限冲激响应（Finite impulse response， FIR）滤波器的输出叠加，从而获取宽带波束形成器的输出。

在某些应用场景中，声源可能在一定范围内移动，当入射方向发生变化时，传统的宽带波束形成器需要

重新计算波束形成器权值，不便于实时实现。针对这一问题，具有主瓣指向可调的宽带波束形成器设

计引起了很多研究者的重视［4‑7］。其中代表性的一类为多项式结构宽带波束形成器，其结构由前端的滤

波模块和后端的调向模块两大部分组成，与传统宽带波束形成器相比，每个阵元所接的是一组 FIR 滤

波器而不再是单个滤波器。

多项式结构宽带波束形成器的主瓣调向实现简单，且适用于任意阵列几何结构［8‑14］。实际应用中，

麦克风往往不可避免存在增益和相位失配误差。麦克风失配误差的存在通常会对宽带波束形成器的

性能造成影响，因此设计鲁棒的波束形成器非常必要。已有的多项式结构鲁棒宽带波束形成器设计方

法包括：白噪声增益约束设计［10‑11］、平均性能优化设计［12］和最差平均性能优化设计［13］等。例如文献

［10‑11］将白噪声增益约束纳入基于最小二乘的多项式结构波束形成器设计中，有效提高了多项式结构

宽带波束形成器的鲁棒性。文献［12］则通过将麦克风增益与相位的概率密度函数纳入最小二乘的多

项式结构设计公式中，对代价函数进行概率密度加权求和，得到了平均性能优化下的鲁棒多项式结构

波束形成器设计。文献［13］仅利用麦克风失配误差的有限统计量信息，提出了最差平均性能优化下的

鲁棒多项式结构设计。另外，文献［14］还提出了具有频率不变特性的鲁棒设计，保证了阵列响应的频

率不变性以减小信号失真，同时也具备了一定的抗失配误差能力。

在正交基函数构造的滤波器基础上［15］，本文对上述现有的多项式结构宽带波束形成器进行了推

广，提出了一种广义多项式结构宽带波束形成器。特别地，现有的多项式结构宽带波束形成器可以视

作所提波束形成器的一种特例，即对应于正交基滤波器的极点为零。广义多项式结构宽带波束形成器

通过极点的调节，增加了设计的自由度，因而有望获得比现有多项式结构宽带波束形成器更好的性能。

另外，考虑到有限次多项式插值产生的截断误差导致主瓣指向出现偏差的问题，还通过引入阵列响应

处的空间导数约束降低了主瓣的指向偏差。仿真结果表明，与现有的多项式结构波束形成器设计方法

相比，所提设计方法能够有效降低主瓣指向偏差，并且进一步提升了波束形成器的指向性指数。

1 广义多项式结构宽带波束形成器的结构  

考虑远场情况下 K 个麦克风组成的均匀线阵，每个麦克风后接有 M 个抽头数为 N 的正交基滤波

器。所提的广义多项式结构宽带波束形成器的结构如图 1 所示，其中

H n ( z )=
1 - || ξn

2

1 - ξn z-1       n = 0，1，⋯，N - 1

Gi ( z )= z-1 - ξi

1 - ξi z-1       i = 0，1，⋯，n - 1

（1）

式中：ξn 为正交基滤波器在抽头 n 处的可调参数，也被称作正交基滤波器的极点，且 | ξn |< 1。特别地，

当 ξn = 0 时，H n ( z )= 1，Gi ( z )= z-1，此时正交基滤波器退化成传统的 FIR 滤波器。因此，广义多项式

结构波束形成器可看作传统的多项式结构波束形成器的一种扩展形式。
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在频率 f和入射角度 θ 处，广义多项式结构宽带波束形成器的阵列响应为

P ( ψ，f，θ )= ∑
k = 0

K - 1

∑
m = 0

M - 1

∑
n = 0

N - 1
Ak ( f，θ ) wk，m，n hk ( f，θ ) sm ( ψ ) Fn ( f ) （2）

式中

hk ( f，θ )= e-j2πfdk cos ( θ/c ) （3）
sm ( ψ )=[( ψ - 90∘ ) /90∘ ]( M - 1 - m ) （4）

Fn ( f )= H n ( ej2πf/fs ) ∏
i = 0

n - 1
Gi ( ej2πf/fs )=

1 - || ξn
2

1 - ξn e-j2πf/fs
∏
i = 0

n - 1 e-j2πf/fs - ξi

1 - ξie-j2πf/fs
（5）

式 中 ：w k，m，n 为 滤 波 器 的 抽 头 权 值 ，k = 0，1，⋯，K - 1；m = 0，1，⋯，M - 1；n = 0，1，⋯，N - 1；
Ak ( f，θ )= ak ( f，θ ) e-jγk ( f，θ )，ak ( f，θ )和 γk ( f，θ )分别为第 k 个麦克风的增益和相位，hk ( f，θ )为声源信号

到第 k个麦克风的传递函数，sm ( ψ )为第 m 阶滤波器的归一化调向函数，Fn ( f )为正交基滤波器的第 n 个

抽头时延因子；dk为第 k 个麦克风与参考中心的距离，c 为空气声速，ψ 为波束形成器的主瓣期望指向角

度，fs为信号采样频率。

图 1　广义多项式结构宽带波束形成器

Fig.1　Structure of the generalized polynomial broadband beamformer
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为简化表示，式（2）的向量形式可写成

P ( ψ，f，θ )=wT ḡ ( ψ，f，θ ) （6）
式中：w=[ w 0，0，0⋯w 0，M - 1，0，w 0，0，1⋯w 0，M - 1，1，⋯，w K - 1，0，N - 1⋯w K - 1，M - 1，N - 1 ]T 表示多项式结构波束

形成器的权值矢量，ḡ ( ψ，f，θ )=[ A( f，θ ) ⊙d ( f，θ ) ] ⊗ F ( f ) ⊗ s ( ψ ) 表示波束形成器的导向矢量，

d ( f，θ )=[ h0 ( f，θ )，h1 ( f，θ )，⋯，hK - 1 ( f，θ ) ]T， F ( f )=[ F 1 ( f )，F 2 ( f )，⋯，FN - 1 ( f ) ]， s ( ψ )=
[ s0 ( ψ )，s1 ( ψ )，⋯，sM - 1 ( ψ ) ]T；“⊙”表示 Hardmard 积，“⊗”表示 Kronecker积。

2 广义多项式结构稳健宽带波束形成器的优化设计  

2. 1　优化问题的构建　

在实际应用中，为了克服麦克风增益及相位等失配误差带来的影响，需要设计鲁棒波束形成器，而

为了减小信号的失真，也要考虑波束形成器的频率不变设计。为实现波束形成器的频率不变性，首先

引入空间响应变化（Spatial response variation， SRV）函数的概念，其定义为［14］

SRV = ∑
i = 0

I - 1

∑
j = 0

J - 1

∑
l = 0

L - 1

||wT ḡ ( ψi，fj，θl )-wT ḡ ( ψi，f ref，θl )
2

（7）

式中：i = 0，1，⋯，I - 1；j = 0，1，⋯，J - 1；l = 0，1，⋯，L - 1；I 为可调范围的插值点数；J 和 L 分别为频

率离散点数和入射角度离散点数；f ref 为参考频率。通过式（7）便可让频率范围内各个频点的波束响应

逼近设定的参考频点处的波束响应，从而实现频率不变设计。

为了保证波束形成器的鲁棒性，采用平均性能优化设计将麦克风的特征进行累加，对误差的概率

密度函数进行加权求和，结合式（7），波束形成器的代价函数可写为

J tot =∫A 0
∫A 1

⋯ ∫AK - 1

ì
í
î

ïï
ïï∑

i = 0

I - 1

∑
j = 0

J - 1

∑
l = 0

L - 1

||wT ḡ ( ψi，fj，θl )-wT ḡ ( ψi，f ref，θl )
2

+

ü
ý
þ

β ∑
i = 0

I - 1

∑
v = 0

V - 1

||wT ḡ ( ψi，f ref，θv )
2

fA ( A 0 ) fA ( A 1 )⋯fA ( AK - 1 ) dA 0 dA 1⋯dAK - 1 （8）

式中：SRV 约束右侧带有参数 β 的项式为限制阻带大小的惩罚项，β 主要用来调节阻带级大小与频率不

变性之间的权衡，fA ( A )= fα，χ ( a，γ )代表麦克风幅度和相位的联合概率密度。这里采用文献［11］中通

用的假设条件：不同麦克风的失配误差特征 Ak，k = 0，1，⋯，K - 1 相同；麦克风幅度与相位误差相互独

立，fA ( A )= fα ( a ) fχ ( γ )，其中 fα ( a )为幅度的概率密度函数，fχ ( γ )为相位的概率密度函数。

为简化表达，将式（8）写成矩阵形式，并提出如下的优化设计问题

min
ξ，w 

  wT Q̄w （9a）

s.t.  
ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

wT ḡ ( ψi，f ref，ψi )= 1      i = 0，1，⋯，I - 1                                                                 ( 9b )

wT Re é
ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

∂ḡ ( ψi，f ref，θ )
∂θ | θ = ψi

= 0      i = 0，1，⋯，I - 1                                            ( 9c )

式中

Q̄=∫A 0
∫A 1

⋯ ∫AK - 1

Re
ì
í
î

ïï
ïï∑

i = 0

I - 1

∑
j = 0

J - 1

∑
l = 0

L - 1
[ ḡ ( ψi，fj，θl )- ḡ ( ψi，f ref，θl ) ] [ ḡ ( ψi，fj，θl )- ḡ ( ψi，f ref，θl ) ]H +

 
ü
ý
þ

β ∑
i = 0

I - 1

∑
v = 0

V - 1
ḡ ( ψi，f ref，θv ) ḡ ( ψi，f ref，θv )H fA ( A 0 ) fA ( A 1 )⋯fA ( AK - 1 ) dA 0 dA 1⋯dAK - 1 =

∫A 0
∫A 1

⋯ ∫AK - 1

Ā( f，θ ) QĀ( f，θ )H fA ( A 0 ) fA ( A 1 )⋯fA ( AK - 1 ) dA 0 dA 1⋯dAK - 1 （10）
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式中

g ( ψ，f，θ )= d ( f，θ ) ⊗ F ( f ) ⊗ s ( ψ ) （11）
Ā( f，θ )= IMN ⊗ diag [ A 0 ( f，θ )，A 1 ( f，θ )，⋯，AK - 1 ( f，θ ) ] （12）

Q= Re
ì
í
î

ïï
ïï∑

i = 0

I - 1

∑
j = 0

J - 1

∑
l = 0

L - 1
[ g ( ψi，fj，θl )- g ( ψi，f ref，θl ) ] [ g ( ψi，fj，θl )- g ( ψi，f ref，θl ) ]H +

ü
ý
þ

β ∑
i = 0

I - 1

∑
v = 0

V - 1
g ( ψi，f ref，θv ) g ( ψi，f ref，θv )H （13）

式中：g ( ψ，f，θ )为理想情况下阵列的导向矢量，IMN 为 ( MN × MN )的单位矩阵。

式（9a）中的代价函数不仅包括权值，也含有正交基滤波器极点，通过极点调节可以让设计自由度

变得更大，从而获得更好的性能，后文将根据极点值是否变化分别对优化问题（9）进行讨论。式（9b）则

为无失真约束，一方面是为了避免平凡解的出现，另一方面是为了期望方向上信号的无失真。除此之

外，与现有设计不同的是，式（9c）中另外添加了空间导数约束，即阵列响应在期望方向上最大时，其导数

在期望方向上的值应当为零，通过添加此约束以减小波束形成器的主瓣指向偏差。

2. 2　给定极点下的权值求解　

对于给定的阵列响应，其主瓣指向位置对应于阵列响应幅值的最大值点，若主瓣实际指向与期望

指向一致，阵列响应幅值平方关于角度 θ 的空间导数在期望角度 ψ 上等于零，即在 θ = ψ 处应当满足以

下条件

|

|

|

|
||
|
|∂ || P ( ψ，f，θ )

2

∂θ
θ = ψ

= 0 （14）

考虑到式（6），可得

∂ || P ( ψ，f，θ )
2

∂θ
=

∂ ||wT ḡ ( ψ，f，θ )
2

∂θ
= ∂ [ wT ḡ ( ψ，f，θ ) ḡ H ( ψ，f，θ )w ]

∂θ
=

wT ∂ḡ ( ψ，f，θ )
∂θ

ḡ H ( ψ，f，θ )w+ wT ḡ ( ψ，f，θ ) ∂ḡ H ( ψ，f，θ )
∂θ

w （15）

将式（15）代入式（14），因为期望方向上需满足阵列响应的无失真约束 wT ( f ) ḡ ( ψ，f，ψ )= 1，式
（15）可进一步转化为

|

|

|

|
||
|
|∂ || P ( ψ，f，θ )

2

∂θ
θ = ψ

=
|

|

|
||
|
|
|é

ë

ê
êê
êwT ∂ḡ ( ψ，f，θ )

∂θ
+ ∂ḡ H ( ψ，f，θ )

∂θ
w
ù

û

ú
úú
ú

θ = ψ

=

|

|

|

|
||
|
|ì

í
î

ïï

ïïïï
wT ∂ḡ ( ψ，f，θ )

∂θ
+ é

ë
ê
êê
êwT ∂ḡ ( ψ，f，θ )

∂θ
ù

û
úúúú

Hü
ý
þ

ïïïï

ïïïï
θ = ψ

=

|

|

|
||
|
|
|

2Re é
ë
ê
êê
êwT ∂ḡ ( ψ，f，θ )

∂θ
ù

û
úúúú

θ = ψ

=
|

|

|
||
|
|
|

2wT Re é
ë
ê
êê
ê ∂ḡ ( ψ，f，θ )

∂θ
ù

û
úúúú

θ = ψ

= 0 （16）

最终便可得到参考频点处的空间导数约束

|

|

|
||
|
|
|

wT Re é
ë
ê
êê
ê ∂ḡ ( ψi，f ref，θ )

∂θ
ù

û
úúúú

θ = ψi

= 0      i = 0，1，⋯，I - 1 （17）

为了求解上述优化问题，还需要对式（9）中各项进行化简。为此，这里定义
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μa =∫ a
afα ( a ) da （18）

σ 2
a =∫ a

a2 fα ( a ) da （19）

μc
γ =∫ γ

cos γfχ ( γ ) dγ （20）

μs
γ =∫ γ

sin γfχ ( γ ) dγ （21）

那么，Q̄的第 ( p，q )个元素可以写为

Q̄ ( p，q ) =∫A 0
∫A 1

⋯ ∫AK - 1

am e-jγmQ ( p，q )an e-jγn fA ( A 0 ) fA ( A 1 )⋯fA ( AK - 1 ) dA 0 dA 1⋯dAK - 1 =

é
ë
êêêê∫ am

∫ an

am an fα ( am ) fα ( an ) dam dan∫ γm
∫ γn

e-j( γm - γn ) fχ ( γm ) fχ ( γn ) dγm dγn
ù
û
úúúúQ ( p，q ) （22）

当 m = n 时

Q̄ ( p，q ) =∫ am

a2
m fα ( am ) damQ

( i，j ) = σ 2
aQ

( p，q ) （23）

否则

Q̄ ( p，q ) = μ2
a σ c

γQ
( p，q ) （24）

式中，σ c
γ = ( μc

γ )2 +( μs
γ )2，结合式（18~24），有

Q̄={[ ( σ 2
a - μ2

a σ c
γ ) diag ( 1K × 1 )+ μ2

a σ c
γ1K × K ]⊗ 1MN × MN}⊙Q （25）

式中 1m × n 为 m × n 的全 1 矩阵。

对于式（9b）中的导向矢量，当存在麦克风失配误差时

ḡ ( ψi，f ref，ψi )=∫A 0
∫A 1

⋯ ∫AK - 1

ḡ ( ψi，f ref，ψi，A 0，A 1，⋯，AK - 1 ) fA ( A 0 ) fA ( A 1 )⋯

fA ( AK - 1 ) dA 0 dA 1⋯dAK - 1 ≜ Re { ḡ ( ψi，f ref，ψi ) }+ jIm { ḡ ( ψi，f ref，ψi ) } （26）
将增益误差和相位误差的概率密度函数代入式（26），可得

Re { ḡ }= μa μc
γ Re { g ( ψi，f ref，ψi ) }+ μa μs

γ Im { g ( ψi，f ref，ψi ) } （27）
Im { ḡ }= μa μc

γ Im { g ( ψi，f ref，ψi ) }- μa μs
γ Re { g ( ψi，f ref，ψi ) } （28）

对于式（9c）中的空间导数约束，由式（11）和式（27），可得

|

|

|
||
|
|
|

Re é
ë
ê
êê
ê ∂ḡ ( ψi，f ref，θ )

∂θ
ù

û
úúúú

θ = ψi

=
|

|

|
||
|
|
|

μa μc
γ Re é

ë
ê
êê
ê ∂g ( ψi，f ref，θ )

∂θ
ù

û
úúúú

θ = ψi

+
|

|

|
||
|
|
|

μa μs
γ Im é

ë
ê
êê
ê ∂g ( ψi，f ref，θ )

∂θ
ù

û
úúúú

θ = ψi

=

|

|

|
||
|
|
|

μa μc
γ Re é

ë
ê
êê
ê ∂d ( f ref，θ )

∂θ
⊗ F ( f ref ) ⊗ s ( ψi )ù

û
úúúú

θ = ψi

+
|

|

|
||
|
|
|

μa μs
γ Im é

ë
ê
êê
ê ∂d ( f ref，θ )

∂θ
⊗ F ( f ref ) ⊗ s ( ψi )ù

û
úúúú

θ = ψi

（29）

为 表 示 方 便 ，令 ∂d ( f ref，θ ) /∂θ|θ = ψi
≜ h ( f ref，ψi )，根 据 d ( f，θ ) 的 定 义 ，可 得 h ( f ref，ψi )=

[( j2πf ref d0 sin ψi/c ) e-j2πfref d0 cos ψi/c，( j2πf ref d1 sin ψi/c ) e-j2πfref d1 cos ψi/c，⋯，( j2πf ref dK-1 sin ψi/c ) e-j2πfref dK-1 cos ψi/c ]T，

则式（9c）中空间导数约束可重新表示为

wTG ( f ref，ψi )= 0      i = 0，1，⋯，I - 1 （30）
式中

G ( f ref，ψi )= μa μc
γ Re [h ( f ref，ψi ) ⊗ F ( f ref ) ⊗ s ( ψi )]+ μa μs

γ Im [h ( f ref，ψi ) ⊗ F ( f ref ) ⊗ s ( ψi )] （31）
综合以上分析，当给定正交基滤波器极点时，优化问题式（9）可改写为
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min
w，ξ

wT Q̄w

s.t.  C Tw= R
（32）

式中

r i =[ 1，0，0 ]T （33）
C=[ c0，c1，⋯，c I - 1 ] （34）
R=[ r T

0 ，r
T
1 ，⋯，r T

I - 1 ]T （35）
c i = [Re{ ḡ ( ψi，f ref，ψi )}，Im{ ḡ ( ψi，f ref，ψi )}，G ( f ref，ψi )] （36）

注意到式（32）为线性约束最小二乘问题，采用拉格朗日乘子法可得其闭式解为

w= Q̄-1C (C TQ̄-1C )-1R （37）

2. 3　极点优化下的权值求解　

2.2 节分析了极点为给定值时式（9）的优化求解方法，是本节问题求解的理论基础。本节讨论对极

点同时进行优化，以利用极点提供的自由度来改善波束形成器的性能。注意到，此时代价函数式（9a）
是关于极点的高维非凸函数，一般的凸优化等方法难以有效求解该类问题。本节考虑采用智能优化算

法中的粒子群算法求解正交基滤波器各抽头极点，该算法具有易于实现、收敛快和精度高等优点［16］，继

而再结合 2.2 节得到的理论结果求解优化问题式（9）。

在粒子群算法中，用来选择粒子的适应度函数即为极点的代价函数。假设每个阵元后滤波器的结

构相同，则所求正交基滤波器极点个数等于抽头数。为下文叙述方便，设单个极点粒子位置为 a=
[ ξ0，ξ1，⋯，ξN - 1 ]，速度为V=[ V 0，V 1，⋯，V N - 1 ]，根据式（9a），适应度函数可表示为

F ( a )=wTQ̄w （38）
式中w的值由式（37）确定。

为了得到优化后的极点，首先要根据抽头数构造 N 维解空间，在解空间内根据种群个数 U 初始化

种群，可得极点粒子的初始位置 au
0 和速度V u

0 ，u = 0，1，⋯，U - 1。而后根据粒子初始位置计算出初始

适应度函数值，通过下式获取粒子个体最优解的初始位置 âu
0 和种群最优解的初始位置 âg

0

ì
í
îïï

âu
0 = au

0

âg
0 = arg min { F ( âu

0 ) }
（39）

对于第 k次迭代，粒子速度和位置的更新公式为

 V u
k = ωV u

k - 1 + c1 r1[ âu
k - 1 - au

k - 1 ]+ c2 r2[ âg
k - 1 - au

k - 1 ] （40）

au
k = au

k - 1 + V u
k （41）

式中：V u
k 为第 k 次迭代粒子 u 的速度，âu

k 为第 k 次迭代粒子 u 个体最优解的极点位置，au
k 为第 k 次迭代粒

子 u 所对应的极点位置，âg
k 为第 k 次迭代种群最优解的位置，ω 为惯性权重，参数 c1 和 c2 为学习因子，

r1，r2 为（0，1）范围内的随机数。

粒子速度和位置更新之后，以适应度函数值为判别标准，更新粒子个体最优解的位置 âu
k 和种群最

优解的位置 âg
k

âu
k =

ì
í
î

au
k          F ( au

k ) < F ( âu
k - 1 )

âu
k - 1    F ( au

k )≥ F ( âu
k - 1 ) 

（42）

âg
k = arg min { F ( âu

k ) } （43）
然后重复上述粒子的更新过程，直到满足所设定的最大迭代次数 kmax，终止粒子更新，输出此时种
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群最优解的位置 âg
kmax

作为最终的极点，继而得到对应的权值解。综上所述，极点优化下的广义多项式结

构波束形成器的设计流程如下所示。

(1)  初始化：给定极点粒子初始位置 au
0 和速度V u

0 ，设定最大迭代次数 kmax；

(2)  迭代更新极点粒子：

(a)  根据式(38)计算初始适应度函数值，继而由式(39)获取粒子个体最优解的初始位置 âu
0 和种群最优

解的初始位置 âg
0；

(b)  通过式(40)和式(41)更新极点粒子速度V u
k 和位置 au

k；

(c)  通过式(42)和式(43)更新个体最优解位置 âu
k 和种群最优解位置 âg

k；

(d)  令 k = k + 1，重复步骤(b，c)，直到 k = kmax；

(3)  将停止迭代时得到的 âg
kmax

作为最终的极点代入式(37)得到极点优化下的权值解。

3 仿真实验与分析  

本节通过仿真实验展示广义多项式结构波束形成器设计方法的性能，并与现有的传统多项式结构

设计方法［14］进行比较。为了更好地对比两种设计方法，3.1 节引入了 4 项评价指标；3.2 节中则对波束形

成器的性能作了具体比较和分析。

3. 1　评价指标　

除了波束图之外，引入以下评价指标：

（1） 通带频率不变指数（Passband invariance factor， PIF）［17］：表征了信号的失真情况，通带频率不

变指数越小，波束形成器的频率不变性越好，信号失真越小，其定义为

PIF =

1
J ∑

j = 0

J - 1

∑
p = 0

P - 1

{ }|P ( θp，fj ) | -M ( θp )
2

∑
p = 0

P - 1
M2 ( θp )

（44）

式中：M ( θP )= ( 1/J ) ∑
j == 0

J - 1
|P ( θp，fj ) | 表示通带内各角度的波束响应在频率上的平均增益，其中 p =

0，1，⋯，P - 1 代表通带范围内的离散点。

（2） 指向偏差：表征了波束形成器主瓣指向的精准度，采用主瓣期望角度与各个频点对应的实际角

度的平均绝对误差（Mean absolute error， MAE）作为衡量指标，指向偏差越小，说明主瓣指向越精准，其

定义为

MAE ( ψq )= 1
J ∑

j = 0

J - 1

|| ψq - ϕj （45）

式中：ϕj =  argmax
θ

| P ( ψq，fj，θl ) |，其中 ψq ( q = 0，1，⋯，Q - 1 )为计算评价指标设置的期望指向角度离

散点，ϕj 为给定频率范围内每个频点 fj 下波束阵列响应对应的实际角度。

（3） 指向性指数（Directivity index， DI）：表征了全向性噪声场环境下的阵列增益，指向性指数越大，

阵列指向性越好，阵列增益也越大，其定义为

DI( ψq )= 10 lg L
J ∑

j = 0

J - 1 || P ( ψq，fj，ψq )
2

∑
l = 0

L - 1

|| P ( ψq，fj，θl )
2

（46）

（4） 白噪声增益（White noise gain， WNG）：作为衡量波束形成器鲁棒性的重要指标，表示空间白噪
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声场下的阵列增益，其值越大，波束形成器的鲁棒性越好，广义多项式结构波束形成器的白噪声增益表

达式为

WNG ( fj，ψq )= 10 lg
||wT g ( ψq，fj，ψq )

2

 wT [ IK ⊗ F ( fj ) ⊗ s ( ψ ) ]
2 （47）

式中：IK 为 K × K 的单位矩阵，“ ⋅ ”表示 l2 范数。

3. 2　性能分析　

考虑远场条件下 K = 10 阵元组成的线阵，阵元间隔 d = 0.05 m，每个阵元后连接的滤波器个数

M = 5，抽头数 L = 10，空气声速 c = 340 m/s，采样频率 fs = 8 000 Hz，参考频率 f ref = 2 400 Hz，调节阻

带 级 大 小 与 频 率 不 变 性 的 权 衡 参 数 β = 0.5，入 射 角 度 范 围 Θ =[ 0∘，180∘ ]，频 率 范 围 Ω =
[ 1 000，3 500 ] Hz，期望波束指向范围 Ψ =[ 40°，140° ]，插值点位置 ψi =[ 40°，50°，60°，⋯，140° ]；对于指

向角度 ψ，通带范围 ΘML = [ ψ - 20°，ψ + 20° ]，阻带范围 ΘSL = [ 0°，ψ - 40° ]∪[ ψ + 40°，180° ]；当麦克风

存在误差时，假设麦克风幅度 ak ( f，θ )在 [ 0.9，1.1 ]范围内均匀分布，相位 γk ( f，θ )则在 [-10°，10° ]内均

匀分布。采用粒子群算法求解正交基滤波器的极点时，设粒子数 U = 30，最大迭代次数为 50，学习因子

c1 = c2 = 1.4，惯性权重 ω = 0.8。可得各抽头极点为［0.70， 0.87， -0.06， 0.82， -0.99， 0.74， 0.99， 
-0.99， 0.35， 0.95］。

图 2 给出了所提广义多项式结构设计和现有多项式结构设计在期望角度为 60°和 90°时的波束图，

下面简称为所提设计与现有设计。作为对比，图 3 中也给出了非鲁棒多项式结构设计在期望指向 60°和
期望指向 90°的波束图，即文献［13］中提到的未通过概率密度加权求和下的非鲁棒设计波束图，可以发

现，此时波束图发生了严重的畸变，失去了空间滤波效果，而从图 2 可以看出，两种鲁棒设计方法下的波

束形成器有着比较好的抗误差能力。但仔细观察右侧的通带放大图，图 2（c）中期望角度为 60°的波束

响应在通带范围内的幅度波动要比图 2（g）中的波动更小一点，通过计算通带范围内各频点增益差值的

最大值，可得现有设计为 1.91 dB，所提设计为 1.20 dB。当期望角度靠近调向范围中心 90°时，观察图 2

图 2　两种设计在期望角度为 60°和 90°处的波束图

Fig.2　Beampatterns of two designs with the look directions of 60° and 90°

1315



数据采集与处理  Journal of Data Acquisition and Processing Vol. 38, No. 6, 2023

（d，h），相比期望角度 60°，两种设计自身波束响应的幅度波动都变平缓了，现有设计增益差值的最大值

下降到 1.12 dB，而所提设计仅有 0.27 dB。因此，可以看出所提设计的阵列响应频率不变性更好。

为了更加充分地比较所提设计和现有设计的频率不变性，图 4（a）给出了两种设计在整个调向范围

内的通带频率不变指数变化曲线。可以看出，两者整体的变化趋势都是越靠近调向中心 90°，通带频率

不变指数越小，得到的频率不变性越好，这与上述通过分析波束图得到的结论一致。虽然在调向范围

边缘处两者的通带频率不变指数相当，但除此之外，所提设计下的通带频率不变指数都要小于现有设

计，在期望指向 90°处，其差值达到最大。通过计算其平均值，所提设计在整个调向范围内的平均通带频

率不变指数为-36.13 dB，而现有设计只有-30.66 dB。图 4（b）给出了两种设计的白噪声增益对比图。

从图 4（b）中可以看出，所提设计下的白噪声增益优于现有设计，具体来说，现有设计下白噪声增益大概

在 4.89~5.45 dB 范围内变化，所提设计的白噪声增益的范围为 6.11~6.42 dB，而现有设计和所提设计

在整个调向范围内的平均白噪声增益则分别为 5.14 和 6.30 dB。显然，通过上述分析可知，所提设计的

鲁棒性能更加优越。综上所述，与现有设计相比，本文所提设计不仅能够有效改善波束形成器阵列响

应的频率不变性，减小了信号的失真，并且也可以明显提高波束形成器的鲁棒性。

图 5 给出了所提设计和现有设计的指向偏差及指向性指数在整个调向范围内随角度变化的曲线。

从图 5（a）可以看出，两种设计下波束形成器的主瓣指向偏差随调向角度逐渐远离调向范围中心 90°，偏
差值大体都呈递增趋势。但很明显，本文所提设计的指向偏差幅度变化很小，整个调向范围内的指向

图 3　非鲁棒多项式结构设计的波束图

Fig.3　Beampatterns of non-robust polynomial design

图 4　两种设计的通带频率不变指数与白噪声增益对比

Fig.4　Comparison of passband invariance factor and white noise gain of two designs
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偏差都要小于现有设计。观察图 5（b），可以发现两种设计下的指向性指数变化趋势与指向偏差刚好相

反，即越接近调向中心 90°，指向性指数的值往往越大，这在一定程度上说明指向偏差与指向性指数之间

呈负相关关系。虽然变化趋势一致，但本文所提设计下的指向性指数曲线始终处于现有设计指向性指

数曲线的上方，这说明广义多项式结构设计能够有效提高多项式结构宽带波束形成器的指向性指数。

表 1 给出了两种设计的指向偏差和指向性指

数比较的具体结果，其中所提设计将现有设计中

最大的指向偏差从 5.69°降低到 1.54°，而平均值也

从原来的 3.30°变为 0.56°，很大程度上使波束形成

器的主瓣指向变得更加精准，能够更好地接收期

望方向上的输入信号。观察指向性指数结果，现

有设计的最小值为 4.96 dB，而所提设计最小值为

5.65 dB，相比之下，提高了 0.69 dB，并且平均值也

从原来的 5.22 dB 提高到了 5.96 dB，有效改善了指向性指数的性能。综上所述，可以得出结论：所提设

计可以有效降低波束形成器主瓣方向上的指向偏差，并且提高其对应的指向性指数。

4 结束语  

本文通过使用正交基滤波器代替传统多项式结构宽带波束形成器设计中的 FIR 滤波器，提出了一

种广义多项式结构宽带波束形成器，其结构可看作是现有多项式结构宽带波束形成器的一种扩展结

构，通过粒子群算法对正交基滤波器中的极点进行优化，给波束形成器带来了更大的设计自由度，从而

获得更好的性能；另外在研究基于平均性能优化准则的稳健设计基础上，加入了空间导数约束，有效降

低了波束主瓣的指向偏差。仿真结果表明，与现有多项式结构设计相比，所提广义多项式结构设计可

以获得更好的频率不变性与鲁棒性；除此之外，所提广义多项式结构设计不仅可以降低整个调向范围

内的指向偏差，各个期望角度上的指向性指数也得到了有效提升。
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