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基于局部相似性学习的鲁棒非负矩阵分解
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摘 要： 现有的非负矩阵分解方法往往聚焦于数据全局结构信息的学习，在很多情况下忽略了对数据

局部信息的学习，而局部学习的方法也通常局限于流行学习，存在一些缺陷。为解决这一问题，提出了

一种基于数据局部相似性学习的鲁棒非负矩阵分解算法（Robust nonnegative matrix factorization with 
local similarity learning， RLS⁃NMF）。采用一种新的数据局部相似性学习方法，它与流形方法存在显著

区别，能够同时学习数据的全局结构信息，从而能挖掘数据类内相似和类间相离的性质。同时，考虑到

现实应用中的数据存在异常值和噪声，该算法还使用 l2，1 范数拟合特征残差，过滤冗余的噪声信息，保

证了算法的鲁棒性。多个基准数据集上的实验结果显示了该算法的最优性能，进一步证明了该算法的

有效性。
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Abstract： The existing nonnegative matrix factorization methods mainly focus on learning global structure 
of the data， while ignoring the learning of local information. Meanwhile， for those methods that attempt to 
exploit local similarity， the manifold learning is often adopted， which suffers some issues. To solve this 
problem， a new method named the robust nonnegative matrix factorization with local similarity learning 
（RLS⁃NMF） is proposed. In this paper， a new local similarity learning method is adopted， which is starkly 
different from the widely used manifold learning. Moreover， the new method can simultaneously learn the 
global structural information of the data， and thus exploit the intra⁃class similarity and the inter⁃class 
separability of the data. To address the issues of outliers and noise effects in real word applications， the l2，1 
norm is used to fit the residuals to filter the redundant noise information， ensuring the robustness of the 
algorithm. Extensive experimental results show the superior performance of the proposed method on 
several benchmark datasets， further demonstrating its effectiveness.
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引   言

高维数据已无处不在，信息检索作为数据挖掘和文本聚类的重要任务之一［1］，通常需要处理高维数

据。因此，在矩阵补全［2］、信号处理［3］和文本挖掘［4］等需要信息检索的学习任务中，寻求一种数据表示

方法来对高维数据进行处理显得尤为重要。为此，研究者们提出了很多数据表示方法，其中矩阵分解

作为一种高维数据的表示方法已经被广泛应用在数据挖掘、计算机视觉和机器学习等领域。

矩阵分解的原理是用两个数据矩阵的乘积来近似原始数据。基于矩阵分解的方法已经很流行［5］，

除此之外还有一些其他的方法，例如主成分分析、奇异值分解、低秩表示和非负矩阵分解。潜在语义分

析（Latent semantic index， LSI）正是利用了奇异值分解的原理，它选取最大的 k 个奇异值，一些小奇异

值所对应的信息就会被消除，从而过滤掉不必要的信息，提高文本挖掘任务（文本检索、聚类等）的性

能。但考虑到奇异值分解（Singular value decomposition， SVD）计算量大和解释混合符号数据困难的缺

点，非负矩阵分解的方法［6］又被提出。对于图像和文档等非负数据，非负矩阵分解被用来寻找两个非负

的因子矩阵近似此类数据，这也导致了基于部分的表达。而且有心理学和生理学的证据表明［7］，人脑中

存在基于部分的表征。非负矩阵分解就是依赖于这种表征来学习部分的人脸和文本的语义特征。

现有的非负矩阵分解算法可以分为 4 类，包括基本非负矩阵分解（Nonnegative matrix factorization， 
NMF）、约束非负矩阵分解［8］、结构化非负矩阵分解和广义非负矩阵分解。文献［9］中有相当全面的综

述，其中正交非负矩阵分解（Orthogonal NMF， ONMF）［10］对系数矩阵施加了正交约束，加强了聚类解

释；加权非负矩阵分解（Weighted NMF， WNMF）［11］对不同元素的相对重要性赋予不同的权重；半非负

矩阵分解（Semi⁃NMF）［12］仅对系数矩阵施加非负性约束。上面提出的几种非负矩阵分解方法仅仅学习

了线性分布的数据，为了学习非线性分布的数据又提出了如下几种方法：流形上的非负矩阵分解［13］考

虑了非线性分布的数据。核非负矩阵分解［14］将原始模型扩展到了希尔伯特空间，使模型能够处理非线性

可分的数据。文献［15］中已经证明，在无监督学习中保留局部几何数据结构很重要，主要体现在：（1）将

高维数据转化为低维空间数据时，保留其内部信息非常重要；（2）全局结构不足以充分体现数据的特征信

息；（3）数据的局部几何结构可以看做是变换矩阵的正则化，从而避免过拟合。目前已有的考虑数据局部

相似性信息的方法［13］通常需要借助流形技术，通过样本的最相似近邻来考虑数据的局部几何结构，而这

种方法通常强调低维表达的类内相似性而忽视类间相离性。而 RLS⁃NMF 通过成对数据样本间的相似

性来学习数据的局部结构信息，该方法使用数据的全局和局部相似性信息来学习同时具有类内相似性和

类间相离性的低维表示矩阵。此外，原始的非负矩阵分解算法通过优化误差的平方来求解目标函数，这

就导致了最后的结果容易受异常值的影响，RLS⁃NMF算法在原始非负矩阵分解的基础上使用了 l2，1 范数

替代 Frobenius 范数，保证了方法的鲁棒性［16］。该方法的主要贡献有：（1）通过成对数据间的相似性来学

习数据的局部几何结构，使学习到的系数矩阵能揭示原始数据的更多结构信息；（2）将 l2，1 范数和局部相

似性的学习集成到一个框架中，在学习数据局部结构的同时还保证了模型的鲁棒性；（3）将正交约束与局

部相似性的学习结合，使局部相似性和聚类相互增强。

1 提出方法  

给定非负数据 X=[ x1，x2，…，xn ] ∈ Rm × n，NMF 将原始数据 X分解为两个非负矩阵 H ∈ Rm × k 和

G ∈ R n × k 的乘积，优化问题如下

min
H≥ 0，G≥ 0

 X- HG T 2

F
（1）

式中：原始数据 X的每一列分别对应一组H矩阵列向量的加权和，每一组权重系数对应 G矩阵的每一

行，因此H被称为基矩阵，G被称为系数矩阵，m 表示数据维数，n 表示样本大小，k ≪ n 保证了用一个低
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维系数矩阵来表示原始数据矩阵。凸非负矩阵分解（Convex NMF， CNMF）在 NMF 的基础上将基矩

阵限制为数据 X的每一列的凸组合，即H= XW。目标函数式（1）就转化为对以下问题的优化

min
W，G≥ 0

 X- XWG T
2

F
（2）

CNMF 将 H的列解释为数据点的加权和，而 W ij 就是 X i 对于 H j 的权重。现实应用中的大部分数

据，尤其是高维数据，都存在一些冗余的特征。受特征选择的影响，对于冗余的特征，X的近似值不需要

很好的拟合这些特征。因此，RLS⁃NMF 用近似残差的行稀疏性来放松对这些特征的拟合，用 l2，1 范数

替换 Frobenius范数，得到如下正则化公式

min
W，G≥ 0

 X- XWG T
2，1

= ∑
i = 1

m 

 


[ ]X- XWG T

( )i 2
（3）

式中： ⋅ 2 为 l2 范数，A( )i 表示矩阵 A的第 i行， A 2，1 是对矩阵 A每一行的 l2 范数求和。 l2，1 范数作为一

种行稀疏范数，还可用于解释特征噪声和异常值，从而近似的忽略异常或噪声特征的损失。在优化问

题（3）中，总和最小就要求每一行的 l2 范数最小，即每一个行向量中的零元素尽可能多，从而实现行稀

疏，提取出重要特征。

值得注意的是，式（3）与子空间聚类密切相关［17］，而在子空间聚类中通常将高维数据投影到低维子

空间中，要寻找这样的子空间需要建立自我表达假设。这个自我表达假设指的是 X= XZ，其中

Z ∈ R n × n 是一个表示矩阵。为了考虑数据的局部结构，一个自然的假设就是，如果两个数据 x i 和 x j 是

相近的，那么它们之间的相似性 Zij 应该大，否则，Zij 应该小。该假设会导致如下的最优化问题

min
Z

∑
ij

 x i - x j

2

2
Zij ⇔ min

Z
tr ( Z TD) （4）

式 中 ：D ∈ R n × n，D 的 每 一 个 元 素 Dij 可 以 表 示 为 Dij = x i - x j

2

2
，或 者 写 成 矩 阵 的 形 式 D=

1n1
T
n diag (X TX )+ diag (X TX ) 1n1

T
n - 2X TX，其中 1n 表示长度为 n 的全 1 列向量。

式（4）的优化强制 Zij 反映数据的两两相似度信息。注意到W和 G非负，受自我表达的启发，可以

取WG T 作为局部相似性矩阵 Z，即 Zij = (WG T ) ij =W ( i )G
T
( j )。W ( i ) 可以看成数据 x i 在基向量上的得分

向量，G ( )j 可以看成第 j 个样本相对于新基的系数向量。如果数据 x i 和 x j 是相近的或者属于同一个聚

类，那么W ( )i 和 G ( )j 也具有较高的相似性，反之亦然，所以 Z=WG T 是有意义的。然后将式（4）加入式

（3），得到

min
W，G≥ 0

 X- XWG T
2，1

+ λtr ( Z TD) （5）

对于式（5），如果采用增广拉格朗日的优化方法，每次迭代都需要求解 SVD，这是低效的，所以参考

Peng 等［18］提出的引入松弛变量 E 的方法，式（5）可以进一步写为

min
W，G，E

1
2  X- XWG T - E

2

F
+ γ E 2，1 + λtr (W TDG )            s.t.         W≥ 0，  G≥ 0，  G TG= I （6）

式中：λ、γ 为平衡参数，目标函数（6）的第 1 项学习了数据的全局结构，第 3 项则是利用数据的局部结构

与成对相似性之间的关系来考虑数据的局部相似性。CNMF 作为一种通过流形结构来学习局部相似

性的方法，对于相似度高的样本，它通过图拉普拉斯来最小化这些样本对应的表示矩阵间的差距，这就

提高了表示矩阵的类内相似度。图拉普拉斯保证了数据和系数向量之间的平滑度。与图拉普拉斯不

同，RLS⁃NMF 的第 3 项加强了数据和得分向量以及系数向量之间的平滑度，通过得分向量和系数向量

来考虑数据的局部结构。此外，施加 G的正交性约束，不仅保证了解的唯一性，还直接将该方法与聚类
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联系起来。受 Wang 等［19］的启发，区别于上文中直接使用 X构造 D，在本文中 D基于 X- E进行构造，

并在优化过程中随着 E 的更新来进行调整。

2 优化求解

2. 1　优化W

固定G，关于W的子问题为

min
W≥ 0

1
2 tr ( - 2W TX T( X- E )G+W TX TXWG TG )+ λtr (W TDG ) （7）

根据不等式约束W≥ 0，引进拉格朗日乘子Ψ= [φij ]，得到拉格朗日函数

ℓW = 1
2 tr ( - 2W TX T( X- E )G+W TX TXWG TG )+ λtr (W TDG )+ tr (ΨW T ) （8）

对 ℓW求偏导

∂ℓW
∂W = -X T( X- E )G+ X TXWG TG+ λDG+ Ψ （9）

根据互补松弛条件得到

( - X T( X- E )G+ X TXWG TG+ λDG )
ik
W ik = φikW ik = 0 （10）

式（10）提供了极限解满足的固定点条件，并且式（10）可以进一步写为

( - X T( X- E )G+ X TXWG TG+ λDG )
ik
W 2

ik = 0 （11）

从而得到W的更新规则

W ik ← W ik

( )X T( )X- E G
ik

( )X TXWG TG+ λDG
ik

（12）

因为式（10）和式（11）的解都是 W ik = 0 或者 ( - X T( X- E )G+ X TXWG TG+ λDG )
ik

= 0，所以

式（10）和式（11）是等价的，证明了W更新规则的合理性。用辅助函数的方法［20］还可以证明更新规则

（12）的收敛性和合理性，附录 A 给出了相关的定义、引理和证明过程。

2. 2　优化G

固定W，得到关于G的最优化问题为

min
G≥ 0

1
2 tr ( - 2W TX T( X- E )G+W TX TXWG TG )+ λtr (W TDG ) （13）

引入大小为 k × k的对称拉格朗日乘子Θ，得到拉格朗日函数

ℓG = 1
2 tr ( - 2( X- E ) T

XWG T + GW TX TXWG T )   + λtr (W TDG )+ 1
2 tr (Θ (G TG- Λ) )=

                     12 tr ( - 2( X- E ) T
XWG T + 2λDWG T )   + 1

2 tr (GW TX TXWG T + GΘG T )- ξ =

                      12 tr ( - 2( X- E ) T
XWG T + 2λDWG T )   + 1

2 tr (G (W TX TXW+ Θ )+
G T -

            G (W TX TXW+ Θ )-
G T )   - ξ （14）

式中：定义 ξ = 1
2 tr (ΘΛ)，Λ为非负对角矩阵，保证了 G的正交性［10］，M+ 和M-是两个非负矩阵且满足

M+ -M- =M。对 ℓG求导可得
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∂ℓG
∂G = -( X- E ) T

XW+ GW TX TXW+ λDW+ GΘ （15）

根据互补松弛条件可得

( - ( X- E ) T
XW+ GW TX TXW+ λDW+ GΘ )

ik
Gik = 0 （16）

式（16）等价于

( - ( X- E ) T
XW+ GW TX TXW+ λDW+ GΘ )

ik
G 2

ik = 0 （17）

又因为W TX TXW+ Θ= (W TX TXW+ Θ )+
- (W TX TXW+ Θ )-

，最终得到更新规则为

Gik ← Gik

( )( )X- E
T
XW+ λGG TDW

ik

( )λDW+ GG T( )X- E
T
XW

ik

（18）

同样可以用辅助函数的方法证明目标函数（13）在更新规则（18）下的收敛性，证明过程展示在附录

B 中，结果也进一步验证了收敛解的合理性。

2. 3　优化 E

当W和G固定时，类似于文献［18］，关于 E的优化可以改写为

min
E

1
2  X- XWG T - E

2

F
+ γ E 2，1 （19）

解决式（19）需要引入一个定理。

定理 1 对给定矩阵 W =[w 1，w 2，…，w n ] ∈ Rm × n 和一个正标量参数 λ，X ∗ 是如下公式的最优解：

min
X

1
2  W- X

2
F

+ λ X 2，1，那么 X ∗ 的每一列可以表示为

X ∗
i =

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

 w i 2
- λ

 w i 2

w i      w i 2
> λ

0                               其他

（20）

根据定理 1，得到式（19）的更新规则为

E( )i =

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

 Q( )i 2
- γ

 Q( )i 2

Q( )i        Q( )i 2
> γ

0                                    其他

（21）

式中Q= X- XWG T。

在 更 新 规 则（12）和（18）下 ，对 于 固 定 的 E ( )t ，关 于 W 和 G 的 子 问 题 f (W，G |E ) 在 变 量 序 列

{W ( )t + 1，s ，G ( )t + 1，s |E ( )t } 下 可 以 得 到 f (W ( t + 1，s )，G ( t + 1，s )|E ( t ) )≥ f (W ( t + 1，s + 1 )，G ( t + 1，s + 1 )|E ( t ) )，即 序 列

f (W ( )t + 1，s ，G ( )t + 1，s |E ( )t )是单调递减且有界的。

算法 1 基于局部相似性学习的鲁棒非负矩阵分解算法

输入：参数 λ、γ，最大迭代次数 tmax 和 smax，收敛条件 ε

（1） 初始化：W ( )0 ，G ( )0 ，E ( )0 ，t = 1。
（2） Repeat（外循环）

（3） W ( )t，0 =W ( )t - 1 ，G ( )t，0 = G ( )t - 1 ，s = 1
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（4） Repeat（内循环）

（5） 根据式（12）更新W ( )t，s ，根据式（18）更新G ( )t，s ；

（6） 检查收敛条件：s ≥ smax 或者两次迭代的目标函数值之差小于 ε；

（7） s = s + 1；
（8） End（内循环）

（9） 更新W ( )t =W ( )t，s ，G ( )t = G ( )t，s ，E ( )t ；

（10） 检查收敛条件：t ≥ tmax 或者两次迭代的目标函数值之差小于 ε；

（11） t = t + 1；
（12） End（外循环）

输出：W ∗ =W ( )t ，G ∗ = G ( )t ，E ∗ = E ( )t 。

3 基于部分的表示  

定理 2 当W和 G初始化为非负矩阵，E初始化为零矩阵，矩阵序列{W ( )t ，G ( )t ，( X- E ) ( )t }在更

新规则（12，18，21）下是非负的，因此，RLS⁃NMF 能够学习基于部分的表示。

对于非负矩阵分解，需要限制基和系数矩阵为非负来获得基于部分的表示。定理 2 说明了在更新

规则（12，18，21）下目标函数（6）确保能学习基于部分的表示，附录 C 中给出了定理 2 的证明过程。

4 实验部分  

本节将展示大量的实验结果来说明 RLS⁃NMF 的性能，并使用准确率和纯度作为评估指标［21］，另

外还详细介绍了数据集、对比方法、聚类性能以及其他性能［22］。

4. 1　基准数据集

实验中分别使用了 Jaffe、Semeion、PIX、COIL20 和 COIL100 数据集。其中，Jaffe 数据集共包含 213
张图像，由 10 个日本女学生作出的 7 种面部表情的照片组成，每张图片的大小为 26×26；PIX 数据集包

含来自 10 个物体的 100 张大小为 100×100 的灰度图像；Semeion 数据集收集了由 80 个人手写的数字

0-9 的 1 593 张图片，每张图片被重构为 16×16 大小；COIL20 数据集包含了 20 个物体分别水平旋转

360°，每隔 5°拍摄的一张照片，每个物体旋转 360°后拍摄 72 张照片，所以数据集一共包含了 1 440 张大小

为 128×128 的图像；大数据物品图像数据集 COIL100 是 COIL20 数据集的扩展，包含 100 张物体的

照片。

4. 2　比较算法　

为了体现 RLS⁃NMF 的性能，将本文方法与几种比较先进的非负矩阵分解方法进行了比较。

NMF［6］对基矩阵和系数矩阵施加了非负约束，采用标准的乘法更新规则进行求解；Semi⁃NMF［12］只对

系数矩阵施加了非负约束，比 NMF 更通用；WNMF［11］是为了处理不完备的数据提出的一种方法，它在

原始非负矩阵分解方法的基础上增加了权重矩阵；ONMF［10］除了对分解的因子矩阵施加了非负约束外

还对系数矩阵施加了正交约束；CNMF［12］将基矩阵限制为数据列的凸组合，使得基矩阵可以用某些数据

点的加权和表示；基于核的图正则化正交非负矩阵分解  （Graph regularized kernel⁃based orthogonal 
NMF， KOGNMF） ［23］在正交非负矩阵分解的基础上增加了图正则化项，考虑了非线性分布的数据；截断

柯西非负矩阵分解  （Truncated Cauchy NMF， TCNMF） ［23］通过截断大的误差来处理异常值，提高了非负

矩阵分解算法的鲁棒性。RLS⁃NMF相对于以上这些方法增加了对局部结构的学习，参数 λ和 γ的选择范

围均设置为｛0.001，0.01，0.1，1，10，100，1 000｝。
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4. 3　聚类性能分析　

本小节通过在 Jaffe、Semeion、PIX、COIL20 和 COIL100 数据集上进行实验来比较算法。为了更直

观地说明这些数据集，图 1 展示了 Jaffe、Semeion、PIX 和 COIL20 数据集的部分示例。

实验通过聚类性能来评估算法，对于每种方法均使用 K⁃means 进行聚类。实验设置了 200 次迭代

并分别在 Jaffe、Semeion、PIX 和 COIL20 数据集上随机选择了 N̄ 类来进行实验。从有 N 类的数据集中

选取 N̄ 类，一共有 N̄！/ (( N̄ - N )！N！)种选择。从中随机选取 10 组计算平均值，最后选出所有参数组

合下的最好的一组平均值作为最终结果，其他方法的实验结果也以同样方法得出。在 Jaffe、Semeion、
PIX 和 COIL20 数据集上的实验结果分别展示在表 1~4 中。表 1~4 中每个表又分为两个子表来分别记

录两个评估指标的最优值。从结果可以看出，在所有的数据集中，RLS⁃NMF 几乎在所有的子集中具有

图 1　Jaffe、Semeion、PIX 和 COIL20 数据集上的示例

Fig.1　Examples selected from Jaffe, Semeion, PIX and COIL20 datasets

表 1　各个方法在 Jaffe 数据集上的聚类性能

Table 1　Clustering performance of methods on Jaffe dataset %

N

2
4
6
8

10

Average

N

2
4
6
8

10
Average

Accuracy
NMF

99.75
95.92
91.41
90.75
92.90

94.15
Pur

NMF
99.75
95.92
91.41
90.75
93.90
94.35

CNMF

99.75
80.37
76.26
69.44
69.95

79.15

CNMF
99.75
83.29
78.30
70.44
74.18
81.19

ONMF

94.60
88.58
88.35
69.62
80.28

84.29

ONMF
94.60
91.64
89.94
74.63
81.22
86.41

WNMF

99.75
95.92
89.47
92.05
90.61

93.56

WNMF
99.75
95.92
89.47
92.23
90.61
93.60

Semi⁃NMF

99.75
95.32
91.01
94.17

91.55

94.36

Semi⁃NMF
99.75
95.32
91.01
94.52

91.55
94.43

TCNMF

99.75
95.44
88.29
91.46
92.96

93.58

TCNMF
99.75
95.44
88.29
91.46
92.96
93.58

KOGNMF

100

99.07

97.80

82.22
86.85

93.19

KOGNMF
100

99.07

97.80

85.69
87.79
94.07

RLS⁃NMF

100

99.07

97.80

91.30
96.24

96.88

RLS⁃NMF
100

99.07

97.80

92.12
96.24

97.05
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最好的表现。并且在每个方法所有子集的平均性能中 RLS⁃NMF 也基本都是最优的，在准确率和纯度

方面分别比次优的方法提高 1%~2% 和 1%~3%。这些实验结果证明 l2，1 范数和局部相似性的学习集

成在一个非负矩阵分解模型中，使非负矩阵分解更具竞争力和稳定性。

表 2　各个方法在 Semeion 数据集上的聚类性能

Table 2　Clustering performance of methods on Semeion dataset %

N

2
4
6
8

10
Average

N

2
4
6
8

10
Average

Accuracy
NMF
87.60
72.40
61.55
59.52
51.41
66.50

Pur
NMF
87.60
72.81
63.53
61.05
54.11
67.82

CNMF
88.18
70.32
57.50
53.52
45.20
62.94

CNMF
88.18
71.91
61.03
55.72
45.20
64.41

ONMF
87.10
68.48
60.64
55.63
50.78
64.53

ONMF
87.10
70.28
62.96
57.75
52.92
66.20

WNMF
87.57
71.95
58.25
59.63
55.56
66.59

WNMF
87.57
72.33
60.91
60.58
56.56
67.59

Semi⁃NMF
87.44
72.44
64.38
63.38
59.01
69.33

Semi⁃NMF
87.44
72.69
65.30
64.61
60.95
70.20

TCNMF
88.27
67.67
56.75
55.14
52.98
64.16

TCNMF
88.27
69.32
60.37
57.22
55.37
66.11

KOGNMF
88.86

75.32

64.40
63.47
48.34
68.08

KOGNMF
88.86

76.51

66.89
65.40
50.66
69.66

RLS⁃NMF
88.86

75.32

65.47

65.11

61.96

71.34

RLS⁃NMF
88.86

76.51

67.77

67.21

61.96

72.46

表 3　各个方法在 PIX 数据集上的聚类性能

Table 3　Clustering performance of methods on PIX dataset %

N

2
4
6
8

10
Average

N

2
4
6
8

10
Average

Accuracy
NMF
94.00
95.00
88.17
82.62
82.00
88.36

Pur
NMF
94.00
95.00
89.50
85.38
85.00
89.78

CNMF
96.50

88.00
77.50
78.50
80.00
84.10

CNMF
96.50

89.00
79.00
81.12
83.00
85.72

ONMF
89.00
85.25
77.67
80.88
69.00
80.36

ONMF
89.00
87.00
81.50
81.75
76.00
83.05

WNMF
94.00
92.75
85.00
80.88
74.00
85.33

WNMF
94.00
92.75
87.33
83.88
79.00
87.39

Semi⁃NMF
94.00
93.75
86.50
82.37
88.00

88.92

Semi⁃NMF
94.00
93.75
88.50
84.63
88.00

89.78

TCNMF
94.00
92.50
86.33
87.13
83.00
88.59

TCNMF
94.00
92.50
88.83
88.38
86.00
89.94

KOGNMF
94.50
96.25

89.17
85.00
78.00
88.58

KOGNMF
94.50
96.25

90.50
85.38
80.00
89.33

RLS⁃NMF
95.00
96.25

90.50

88.13

83.00
90.58

RLS⁃NMF
95.00
96.25

91.17

89.13

87.00
91.71
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在 Jaffe 数据集上，RLS⁃NMF 在绝大部分子集中表现最优，尤其相对于比较有竞争力的 KOGNMF
方法，在 N=8 和 N=10 时，RLS⁃NMF 在准确率方面比 KOGNMF 都提高了 9%。在准确率和纯度方

面，RLS⁃NMF 的平均性能分别比次优方法提高 2% 和 3%。相对于具有鲁棒性的方法 TCNMF，

RLS⁃NMF 的准确率的平均性能比 TCNMF 提高 3%。

在 Semeion 数据集上，RLS⁃NMF 在所有子集上都达到了最优的表现。在小的子集上，KOGNMF
的性能和 RLS⁃NMF 的性能表现相同，TCNMF 的表现也仅次于 RLS⁃NMF，但在比较大的子集上， 
TCNMF 和 KOGNMF 的准确率明显低于 RLS⁃NMF。例如，在 N=2 时，RLS⁃NMF 在准确率上仅比

TCNMF 高不到 1%，但在 N=6时，RLS⁃NMF 在准确率上比 TCNMF 提高 8%，在 N=10时，RLS⁃NMF
比 KOGNMF提高 13%。RLS⁃NMF在除了 N=2的所有子集上都比 TCNMF提高 5% 以上。

在 PIX 数据集上，CNMF 在 N=2 时有最优的表现，但随着 N 增大，RLS⁃NMF 具有较高的性能，

CNMF 的性能反而降低了。在小的子集上，KOGNMF 和 NMF 都与 RLS⁃NMF 性能相近，但随着子集

变大，这两种方法远不如 RLS⁃NMF。在准确率和纯度方面，RLS⁃NMF 在所有子集上的平均性能都比

NMF 提高 2%。RLS⁃NMF 虽然没有在所有子集上取得最优表现，但在 12 种情况的 8 种里取得了最优

表现，而且在所有子集的平均性能上，RLS⁃NMF 的表现依然是最优的。

在 COIL20 数据集上，NMF 和 TCNMF 在个别子集上达到了最优表现，但它们在数据集的所有子

集上的平均性能依然比 RLS⁃NMF 低。而且在 COIL20 数据集的 12 个统计结果中，RLS⁃NMF 在 7 个

统计结果中达到了最优表现，NMF 和 TCNMF 达到最优表现的情况远少于 RLS⁃NMF。TCNMF 作

为比较有竞争力的方法，虽然在 COIL20 数据集上的表现与 RLS⁃NMF 的表现相当，但是它在 Jaffe、
Semeion 和 PIX 数据集上的表现远不如 RLS⁃NMF。这也说明了 RLS⁃NMF 方法在多个数据集上的稳

定性。

为了说明 RLS⁃NMF 在大规模数据集上同样有效，实验引进 COIL100 数据集，关于该数据集的部

分示例如图 2 所示。

表 4　各个方法在 COIL20 数据集上的聚类性能

Table 4　Clustering performance of methods on COIL20 dataset %

N

4
8

12
16
20

Average

N

4
8

12
16
20

Average

Accuracy
NMF
74.72
70.45
65.80
68.00

63.96
68.59

Pur
NMF
74.97
72.80
67.91
68.85

65.56
70.02

CNMF
73.19
66.70
58.16
57.83
52.64
61.70

CNMF
73.23
69.11
60.51
60.10
56.46
63.88

ONMF
63.85
67.34
61.19
58.43
57.01
61.56

ONMF
66.94
70.02
65.16
61.96
59.38
64.69

WNMF
72.36
66.82
67.07
63.77
66.88
67.38

WNMF
72.74
69.93
68.96
65.52
67.99
69.03

Semi⁃NMF
70.73
66.35
66.25
66.56
60.63
66.10

Semi⁃NMF
71.94
69.25
68.22
68.37
61.81
67.92

TCNMF
71.67
67.60
70.68

65.61
69.17

68.95

TCNMF
72.40
71.02
71.76
67.32
70.35

70.57

KOGNMF
74.13
72.47
65.98
63.88
51.81
65.65

KOGNMF
75.59
74.57
68.04
66.26
54.93
67.88

RLS⁃NMF
76.88

75.61

70.00
65.30
59.17
69.39

RLS⁃NMF
78.51

77.29

71.77

67.44
61.60
71.32
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COIL100 数据集相对于前面 4 个数

据 集 ，最 大 的 子 集 数 达 到 了 100。 在

COIL100 数据集上进行同样的实验，结

果如表 5 所示。可以看出，RLS⁃NMF 在

所有比较方法中几乎都达到了最优表

现，在准确率和纯度方面都能较次优的

方法提高 1%。在 COIL100 数据集的 12
个统计结果中，RLS⁃NMF 在 9 种情况下

达到了最优表现，而 NMF 和 KOGNMF
仅分别在 1 个和 2 个情况下达到了最好的结果。由观察可发现，在一些小规模数据集上表现好的方法

在 COIL100 数据集上表现不一定好。例如，KOGNMF 在 Semeion 和 PIX 数据集上的性能仅次于

RLS⁃NMF，在个别子集上甚至与 RLS⁃NMF 表现相当，而在 COIL100 数据集的大部分子集上表现不如

RLS⁃NMF。这说明局部几何结构的学习在大规模数据集上也能提高聚类性能，l2，1 范数的使用也使

RLS⁃NMF 更具稳定性，进一步证明了 RLS⁃NMF 的有效性。

总之，RLS⁃NMF 在所有数据集的绝大部分子集中表现都是最好的。像 TCNMF 和 KOGNMF 等比

较有竞争力的方法，并没有在所有的数据集中表现突出，而且在每个数据集的大多数情况下，RLS⁃NMF
的表现也都是最优的，实验结果进一步证实了其聚类性能的高效性。在固定参数 λ = 0.001，γ = 0.001的

条件下，RLS⁃NMF在 Semeion数据集上 3个类和 COIL20数据集上 6个类的聚类效果如图 3所示。

4. 4　收敛性分析

本节通过实验说明了 RLS⁃NMF 的收敛性，实验选取了每个数据集的全部数据，并固定参数 λ =
0.001，γ = 0.001。实验分别观察了内部循环目标函数值 f (W ( t，s )，G ( t，s )|E ( t - 1 ) )、外部循环目标函数值

图 2　COIL100 数据集上的示例

Fig.2　Examples selected from COIL100 dataset

表 5　各个方法在 COIL100 数据集上的聚类性能

Table 5　Clustering performance of methods on COIL100 dataset %

N

20
40
60
80

100
Average

N

20
40
60
80

100
Average

Accuracy
NMF
59.96
54.31
52.33

45.80
43.58
51.20

Pur
NMF
63.38
58.44
55.61
49.47
47.00
54.78

CNMF
55.21
43.23
37.08
32.89
35.00
40.68

CNMF
58.21
46.40
40.74
36.34
38.33
44.00

ONMF
59.21
55.10
50.54
48.26
45.33
51.69

ONMF
62.33
59.23
54.57
52.04
50.33
55.70

WNMF
61.33
52.71
49.57
44.92
46.67
51.04

WNMF
65.00
57.10
53.47
48.65
48.42
54.53

Semi⁃NMF
58.33
48.98
43.61
37.21
33.25
44.28

Semi⁃NMF
61.54
53.31
47.40
40.55
35.83
47.73

TCNMF
60.58
55.75
51.24
44.85
45.17
51.52

TCNMF
63.75
59.42
55.01
49.21
48.42
55.16

KOGNMF
61.54
55.38
50.86
47.58
48.08

52.69

KOGNMF
64.21
58.67
54.51
50.84
51.25

55.90

RLS⁃NMF
62.13

56.17

52.03
48.76

46.92
53.20

RLS⁃NMF
65.25

60.25

55.86

52.70

50.92
57.00
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F (W ( t )，G ( t )，E ( t ) )、序列{W ( )t }和序列{G ( )t }的收敛情况，Semeion 和 COIL20 数据集上的实验结果如图

4~6 所示，其中，图 4 和图 5 分别为内部循环目标函数值和外部循环目标函数值随迭代次数的变化。

图 3　RLS⁃NMF 在 Semeion 和 COIL20 数据集上的聚类效果图

Fig.3　Clustering results of RLS⁃NMF on Semeion and COIL20 datasets

图 4　Semeion 和 COIL20 数据集上的目标函数值在内部迭代中的收敛性

Fig.4　Convergence of objective function values on Semeion and COIL20 datasets in inner iteration

图 5　Semeion 和 COIL20 数据集上的目标函数值在外部迭代中的收敛性

Fig.5　Convergence of objective function values on Semeion and COIL20 datasets in outer iteration
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在内部迭代中，图 4 仅展示了当 t=1 时目标函数值随迭代次数的变化。可以看出，对于固定的 E，

目标函数值随迭代次数的增大逐渐减小。从图 5 可以看出 RLS⁃NMF 在很少的次数内收敛。

为了说明变量序列{W ( )t }和{G ( )t }的收敛性，图 6 展示了对于固定的 E，两次连续的W和 G的差值

随着迭代次数的变化差异。通过观察可以发现，随着迭代次数的增加，两次连续的W和 G的变化差异

越来越小，并在非常少的迭代次数内收敛到 0。这些实验结果进一步验证了 RLS⁃NMF 的收敛性。

4. 5　参数敏感度　

对于无监督学习方法，对参数变化的敏感性是评估算法性能的一个重要标准。为了观察不同参数

组合下算法的性能，在每个数据集上选取了 N 值最小的类，展示了在每种参数组合下的聚类性能，其中

参数 λ 和 γ 都是在｛0.001，0.01，0.1，0，1，10，100，1000｝范围内变化。图 7 展示了 RLS⁃NMF 在 Semeion
和 COIL20 数据集上在 49 种参数组合下的性能表现。由观察可发现，在准确率和纯度方面，算法性能

随参数的变化浮动范围较小，说明了该算法对参数变化的不敏感性，在其他数据集上也有同样的结论，

所以 RLS⁃NMF 在较大的参数变化范围内获得良好的性能是有意义的。

5 结束语

本文提出了一种新的基于局部相似性学习的非负矩阵分解方法。该方法在保证鲁棒性的基础上

学习了数据的全局结构和局部结构信息，能够挖掘数据类内相似和类间相离的性质，使学习到的基矩

图 6　变量序列{W ( )t }和{G ( )t }在 Semeion 和 COIL20 数据集上的收敛性

Fig.6　Convergence of variable sequences {W ( )t } and {G ( )t } on Semeion and COIL20 datasets
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阵和系数矩阵能够保留更多原始数据的信息。另外，给系数矩阵施加的正交性约束与局部相似性的学

习相互增强了解的唯一性，并提供了聚类的解释。从大量的实验中也可以看出 RLS⁃NMF 在准确率和

纯度等方面的性能表现优于目前大部分方法，说明该方法具有一定的应用价值。该方法对于非线性分

布数据的应用有待于进一步研究。

附录 A

定义 1 对于任意的 H 和 H ′，如果满足

J ( H，H ′) ≥ L ( H )，J ( H，H ) = L ( H ) （A1）
那么 J ( H，H ′)就是函数 L ( H )的辅助函数。

引理 1 如果 J ( H，H ′)是 L ( H )的辅助函数，那么{H ( )t }存在如下更新规则

H ( )t + 1 = arg min
H

J (H，H ( )t ) （A2）

使得目标值{L (H ( )t ) }单调递减，即 L (H ( )t )= J (H ( )t ，H ( )t )≥ J (H ( )t + 1 ，H ( )t )≥ L (H ( )t + 1 )。
引理 2 对于矩阵 Γ ∈ R n × n

+ ，Ω ∈ R k × k
+ ，S ∈ R n × k

+ 和 S ′∈ R n × k
+ ，并且 Γ和  Ω是对称的，那么以下不等式成立［12］。

∑
i = 1

n

∑
s = 1

k ( )ΓS ′Ω is
S2

is

S ′ik
≥ Tr ( STΓSΩ ) （A3）

证明 固定G，得到关于W的目标函数

P (W ) = tr ( -W TX T( X- E )G+ 1
2W

TX TXWG TG )+ λtr (W TDG )

图 7　Semeion 和 COIL20 数据集上聚类的准确率和纯度在 λ和 γ 的不同组合下的性能变化

Fig.7　Performance variation of accuracy and purity on Semeion and COIL20 datasets under different combinations of 
λ and γ
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根据引理 2 和不等式 a ≤ ( a2 + b2 ) /2b，a ≥ 0，b ≥ 0，得到 P (W )中正数项的上界

tr (W TDG ) = ∑
ik

( DG )
ik
W ik ≤ ∑

ik

( DG )
ik

W 2
ik + W ′ 2

ik

2W ′ik
， （A4）

tr (W TX TXWG TG ) ≤ ∑
ik

( )X TXW ′G TG
ik
W 2

ik

W ′ik
， （A5）

根据不等式 a ≥ 1 + lg a， a ≥ 0，得到 P (W )中负数项的下界

tr (W TX T( X- E )G )= ∑
ik
(X T( X- E )G )

ik
W ik ≥ ∑

ik
(X T( X- E )G )

ik
W ′ik(1 + lg W ik

W ′ik ) （A6）

结合这些边界，最终得到 P (W )的辅助函数 P (W，W ′)为

P (W，W ′) = -∑
ik
(X T( X- E )G )

ik
W ′ik( )1 + lg W ik

W ′ik
+

                                                        12 ∑
ik

( )X TXW ′G TG
ik
W 2

ik

W ′ik
+ λ∑

ik

( DG )
ik

W 2
ik + W ′ 2

ik

2W ′ik

（A7）

接下来证明更新规则（12）是辅助函数（A7）的最优解，为此，先要证明辅助函数（A7）是凸的。辅助函数

P (W，W ′)的一阶导数为

∂P ( )W，W ′
∂W ik

= -
( )X T( )X- E G

ik
W ′ik

W ik
+

( )X TXW ′G TG
ik
W ik

W ′ik
+ λ

( )DG
ik
W ik

W ′ik
（A8）

对辅助函数求二阶导数得到

∂2 P ( )W，W ′
∂W ik ∂W jl

= δij δkl( ( )X T( )X- E G
ik
W ′ik

W 2
ik

+
( )X TXW ′G TG

ik
+ λ ( )DG

ik

W ′ik ) （A9）

其中 δ是 P (W，W ′)的海森矩阵，并且满足如果 i = j，δij = 1；否则 δij = 0。δ的对角线上是非零元素，非对角线上是

零元素，因此它是正定的。这就说明 P (W，W ′) 是凸的，令 P (W，W ′) 的一阶导数等于  0，就能得到 P (W，W ′) 的全

局最优解，即

( )X T( )X- E G
ik
W ′ik

W ik
=

( )X TXW ′G TG
ik
W ik

W ′ik
+ λ

( )DG
ik
W ik

W ′ik
（A10）

式（A10）可进一步化简为

W ik = W ′ik
( )X T( )X- E G

ik

( )X TXW ′G TG
ik

+ λ ( )DG
ik

（A11）

定义 W ( )t，s + 1 = W，W ( )t，s = W ′，可以看出更新规则（A10）本质上遵循式（A2），根据引理 1 可以证明目标函数

（7）是递减的。

附录 B

证明 首先通过不等式 a ≤ ( a2 + b2 ) /2b，     a ≥ 0，    b ≥ 0 找到 ℓG中正数项的上界

tr (G TDW ) = ∑
ik

( DW )
ik

Gik ≤ ∑
ik

( DW )
ik

G 2
ik + G ′ 2

ik

2G ′ik
（B1）

Γ和 S为单位矩阵，根据引理 2 得到如下正数项的上界

tr (G (W TX TXW+ Θ ) +
G T)≤ ∑

ik

( )G ′( )W TX TXW+ Θ
+

ik
G 2

ik

G ′ik
（B2）

然后，通过不等式 a ≥ 1 + lg a， a ≥ 0，得到负数项的下界

tr (G T( X- E ) T
XW )≥ ∑

ik
(( X- E ) T

XW )
ik

G ′ik( )1 + lg Gik

G ′ik
（B3）
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tr (G (W TX TXW+ Θ ) +
G T )    ≥ ∑

ikl

( )W TX TXW+ Θ
-

kl
G ′ik G ′il(1 + lg Gik Gil

G ′ik G ′il ) （B4）

因此，结合这些边界得到 ℓG 的辅助函数

J (G，G ′) = -∑
ik
(( X- E ) T

XW )
ik

G ′ik(1 + lg Gik

G ′ik )+ λ∑
ik

( DW )
ik

G 2
ik + G ′ 2

ik

2G ′ik
+

                                                  12 ∑
ik

( )G ′( )W TX TXW+ Θ
+

ik
G 2

ik

G ′ik
- 1

2 ∑
ikl

(W TX TXW+ Θ ) -

kl
G ′ik G ′il( )1 + lg Gik Gil

G ′ik G ′il

   
( B5 )

对辅助函数（B5）求导得到

∂J ( )G，G ′
∂Gik

= -
( )( )X- E

T
XW

ik
G ′ik

Gik
+ λ

( )DW
ik

G ′ik
Gik +

                                                         
( )G ′( )W TX TXW+ Θ

+

ik

G ′ik
Gik -

( )G ′( )W TX TXW+ Θ
-

ik
G ′ik

Gik

( B6 )

进一步对式（B6）求二阶导数，得到其海森矩阵为

∂2 J ( )G，G ′
∂Gik ∂Gjl

= δij δkl

æ

è

ç
çç
ç ( )( )X- E

T
XW

ik
G ′ik

G 2
ik

+ λ
( )DW

ik

G ′ik
+

                                                           
ö

ø

÷
÷÷
÷
÷
÷    

( )G ′( )W TX TXW+ Θ
+

ik

G ′ik
+

( )G ′( )W TX TXW+ Θ
-

ik
G ′ik

G 2
ik

( B7 )

根据海森矩阵可以看出 J (G，G ′)关于 G是凸的，所以其全局最优值可以通过一阶导数等于零求得，从而得到 G

的更新规则为

Gik ← G ′ik
( )( )X- E

T
XW

ik
+ ( )G ′( )W TX TXW+ Θ

-

ik

λ ( )DW
ik

+ ( )G ′( )W TX TXW+ Θ
+

ik

（B8）

设 G ( )t，s + 1 = G和 G ( )t，s = G ′，根据引理 1 可以看出 ℓG在更新规则（B8）下递减。为了确定式（B8）中的乘子Θ，通

过 ℓG的一阶最优化条件得出

G T ( - ( X- E ) T
XW+ GW TX TXW+ λDW+ GΘ )=

-G T( X- E ) T
XW+ G TGW TX TXW+ λG TDW+ G TGΘ=

-G T( X- E ) T
XW+W TX TXW+ λG TDW+ Θ= 0 ( B9 )

因此，就有W TX TXW+Θ=G T( X-E ) T
XW- λG TDW，又因为M+ -M- =M，所以 (W TX TXW+Θ ) + =

G T( X-E ) T
XW和(W TX TXW+Θ ) - = λG TDW，代入式（B8），得到更新规则（18）。

附录 C

证明 初始化值 W ( )0 ，G ( )0 和 E ( )0 是非负的，所以当 t = 0 时，能够保证 {W ( )t ，G ( )t ，( X - E ) ( )t }是非负的。

接下来将要证明对于任意的 t ≥ 0，在已知 W ( )t ≥ 0，G ( )t ≥ 0 和 ( X - E ) ( )t ≥ 0 的情况下，W ( )t + 1 ≥ 0，G ( )t + 1 ≥

0 和 ( X - E ) ( )t + 1 ≥ 0 也成立。假设在第 t 轮迭代中矩阵 W ( )t ，G ( )t 和 ( X - E ) ( )t
的元素都是非负的，那么在代

数更新规则（12）和（18）下，W ( )t + 1 ≥ 0，G ( )t + 1 ≥ 0。根据式（21），[ E ( )t + 1 ]
( )i

有两种情况，一种是等于 0，另一种
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等于







 





é

ë
êêêê ù

û( )X- XWG T ( )t + 1

( )i 2

- γ







 





é

ë
êêêê ù

û( )X- XWG T ( )t + 1

( )i 2

é
ë
êêêê( X- XWG T ) ( )t + 1 ù

û ( )i
。如果 [ E ( )t + 1 ]

( )i
= 0，那么 [ X- E ( )t + 1 ]

( )i
= X( )i 一定是非

负的。如果 [ E ( )t + 1 ]
( )i

=







 





é

ë
êêêê ù

û( )X- XWG T ( )t + 1

( )i 2

- γ







 





é

ë
êêêê ù

û( )X- XWG T ( )t + 1

( )i 2

é
ë
êêêê( X- XWG T ) ( )t + 1 ù

û ( )i
，令 Q( )t + 1 = ( X- XWG T ) ( )t + 1

，那么

就会得到

[ X- E ( )t + 1 ]
( )i

= X( )i - [Q( )t + 1 ]
( )i

+ γ
[ ]Q( )t + 1

( )i



 


[ ]Q( )t + 1

( )i 2

  = é
ë
êêêê( XWG T ) ( )t + 1 ù

û ( )i
+ γ

é
ë
êêêê ù

ûX- ( )XWG T ( )t + 1

( )i



 


[ ]Q( )t + 1

( )i 2

=

                                                                                   γ
X( )i



 


[ ]Q( )t + 1

( )i 2

+ é
ë
êêêê( XWG T ) ( )t + 1 ù

û ( )i



 


[ ]Q( )t + 1

( )i 2
- γ



 


[ ]Q( )t + 1

( )i 2

( C1 )

当


 


[ ]Q( )t + 1

( )i
> γ 时，式（C1）的最右边项一定是非负的。因此，通过数学归纳，序列{W ( )t ，G ( )t ，( X- E ) ( )t }是

非负的。
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