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基于压缩感知平行因子分解的电力系统谐波与间谐波频率

估计方法

岳 衡， 张小飞， 石 莎

（南京航空航天大学电子信息工程学院，南京  211106）

摘 要： 电力系统中的电力电子设备所产生的谐波数量日益增加，谐波问题是一个备受关注的话题。

本文通过引入压缩感知理论和平行因子模型，提出了一个用于谐波和间谐波的频率估计算法。先从信

息发送终端中获取数据，然后使用欧拉公式将正弦信息转化为空域信息构造多时延输出并建立为平行

因子模型，再对模型进行压缩后进行平行因子分析。最后将所得的数据经过贪婪算法重构，再进行频

率值的估计。与传统的平行因子计算比较，该计算具有压缩过程，计算工作量相对较小，对数据存储容

量 需 求 也 较 少 。 所 提 计 算 的 频 谱 估 计 性 能 与 传 统 的 平 行 因 子 分 解 算 法（Parallel factorization，

PARAFAC）非常接近，而且也比采用旋转不变技术的信号参数估计算法（Estimating signal parameter 
via rotational invariance techniques，ESPRIT）更加精确。
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A Harmonic and Inter‑harmonic Frequency Estimation Method of Electric Power 
Systems via Compressed Sensing PARAFAC Method
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(College of Electronic and Information Engineering, Nanjing University of Aeronautics & Astronautics, Nanjing 211106, China)

Abstract： Power quality has always attracted attention. The number of power electronic equipments in the 
power system and harmonics generated are increasing. The problem of harmonics has always been a topic 
of concern. This paper proposes a frequency estimation algorithm for power system harmonics and inter-

harmonics by introducing the compressed sensing theory and the parallel factor model. First， this paper 
obtains the data at the signal receiving end， uses Euler’s formula to convert the sine signal into a spatial 
signal， and constructs the multi-delay output into a parallel factor model. Second， we compress the three 
slices of the model， and use the trilinear alternating least squares algorithm parallel factorization
（PARAFAC）. Finally， the obtained data is sparsely reconstructed to obtain the frequency of the automatic 
pairing. Compared with the traditional parallel factor algorithm， this method has a compression process， a 
minor calculation， and lower storage capacity requirements. The frequency estimation performance of the 
proposed algorithm is very similar to that of the traditional PARAFAC method and better than that of the 
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estimating signal parameter via rotational invariance techniques （ESPRIT） method.
Key words: inter-harmonics analysis; compressed sensing; frequency; parallel factorization

引　　言

随着新能源和直流输电系统的快速发展，应用电力电子技术的设备越来越多地投入到电力系统

中，这类设备接入电网后会带来频率多变的间谐波，给监测带来新的挑战［1］。在谐波间谐波问题日益突

出的背景下，对谐波间谐波的检测为谐波间谐波产生机理及抑制领域的科学研究提供了前提条件，具

有重要意义。

传统的谐波分析方法基于傅里叶变换，将时域中的信号代入频域中进行分析，通过绘制信号频域

的特性曲线对参数进行估计。但是常用于间谐波处理的离散傅里叶变换（Discrete Fourier transform，

DFT）［2］，缺点在于此类方法完全依赖奈奎斯特采样定理并且需要同步采样，由于间谐波的存在，同步

采样难以实现。DFT 在非同步采样的情况下，严重的栅栏效应和频谱泄漏导致参数估计失效。文献

［3］提出了一种基于全相位快速傅里叶变换（All phase fast Fourier transform，APFFT）的方法，利用时

间移位得到相位差从而对电能信号进行分析处理，能够有效测量高次谐波和抑制频谱泄漏。文献［4］
提出了一种基于加窗插值压缩感知的方法，克服了传统傅里叶变换非同步采样情况下无法检测间谐波

的问题，利用窗函数和贪婪算法降低频谱泄漏的影响，降低了所需采样数据。其他的一些方法如文献

［5］等提出的一种参数小波阈值方法，通过原始信号和重构信号间的均方误差来调节阈值，相比传统的

小波变换阈值固定更为灵活。文献［6］将小波分析的数据加入到神经网络方法中，提出了一种善于处

理和分析频率快慢变化的算法。上述方法中，加窗插值虽然可以克服频谱泄漏，但代价就是分辨率有

所下降；小波变换虽然克服了 DFT 的缺点，但是存在混频现象，分辨率也不够高。因此需要找到一种可

以提高分辨率，减小估计误差的频率估计方法。

现代谱估计理论中的方法由于分辨率高，估计误差小，被广泛应用在设备故障检查，波达方向估计

等方面。文献［7］提出了一种基于卡尔曼滤波和自回归模型（Autoregressive model，AR）的间谐波估计

方法，能够在低信噪比的情况下精确估计间谐波频率，文献［8］提出了一种基于鲁棒性独立分量分析

（Robust independent component analysis，RobustICA）和 Prony 算法的间谐波检测方法，缓解了端点效应

和模态混叠，具有良好的去噪效果和辨识能力。文献［9］将多信号分类算法（Multiple signal classifica⁃
tion，MUSIC）引入分析光伏并网的间谐波，由于精度高、计算误差小，取得了良好效果。文献［10］将基

于旋转不变技术的信号参数估计算法（Estimating signal parameter via rotational invariance techniques，
ESPRIT）算法和滤波器组相结合，减少了 ESPRIT 算法的计算量并且抗噪性能也有所提升。上述方法

中，AR 模型在处理短数据时频率估计偏差较大。Prony 算法在信号阶数不能确定的情况下，估计会出

现较大偏差。MUSIC 方法涉及到子空间划分和谱峰搜索，计算量庞大。ESPRIT 方法不需要进行谱峰

搜索，计算量比较小，但因为不能准确划分噪声子空间，往往需要结合滤波器使用。

为克服傅里叶变换类方法的缺点，进一步降低现代谱估计算法的计算复杂度，因此找到一种估计

误差和计算量都小的算法具有实际意义。平行因子分解算法（Parallel factorization， PARAFAC）是一

种基于张量分解的高分辨率估计算法，估计性能总体要好于 MUSIC 算法和 ESPRIT 算法，缺点是算法

的迭代过程计算复杂度较大，本文重点解决平行因子分解的计算复杂度较高的问题。

压缩感知（Compressed sensing，CS）［11］近年来受到了广泛关注，如果信号在某一个域是稀疏的，则

重构信号的过程中不需要严格遵循奈奎斯特采样定理。电力系统谐波和间谐波的频率在频域上的分
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布是稀疏的，非常适合用压缩感知理论进行分析。文献［12］提出了一种利用压缩感知重构信号对谐波

间谐波进行估计的算法，计算量得到有效改善。文献［13］提出了一种基于平行因子分解的谐波间谐波

分析方法，克服了同步采样和子空间划分的缺点，实现了频率的超分辨率估计。

本 文 在 文 献［13］的 基 础 上 ，利 用 压 缩 感 知 的 压 缩 过 程 减 少 算 法 计 算 量 ，提 出 了 一 种 基 于

CS⁃PARAFAC 的谐波和间谐波频率估计算法，仿真结果表明，所提算法的频率估计性能与传统的

PARAFAC 方法十分相近同时计算量明显下降，并且较 ESPRIT 算法更为精确。本文主要贡献可以概

括为：（1）针对电力谐波频率估计问题，引入 PARAFAC 模型，根据电力信号的稀疏性特点，结合压缩感

知的思想，提出了 CS⁃PARAFAC 算法；（2）由于 PARAFAC 算法大量数据进行迭代，大大增加了算法

求解时的复杂度，本文通过 CS 方法，在保证估计精度的前提下，降低了算法复杂度。

1 信号模型  

1. 1　电力系统信号模型　

接收端的电力系统信号［14］（电压或者电流）可以表示为

f ( t )= ∑
m = 1

M

αm sin ( ωm t + φm )+ e ( t ) （1）

式中：M 为谐波次数；αm 为第 m 个波形的信号幅值；ωm 为第 m 个波形的角频率；φm 为第 m 个波形的相

位；e ( t )为噪声。

利用欧拉公式（eiθ = cos θ + isin θ）可以将其转化为

r ( n )= ∑
m = 1

M

Am e-j( )ωm + φm + w ( n ) （2）

式中：Am 为谐波信号幅值；ωm 为归一化频率； φm 为归一化初始相位；w 为 0 均值的噪声。若不考虑噪

声，可以简化为

s ( n )= ∑
m = 1

M

αm e-jωm n （3）

式中 αm = Am e-jφm。

1. 2　平行因子模型　

为了对信号的频率进行估计，构造多输出信号模型，对接收端信号（时延级数为 P，P>2）进行

构造［13］.
ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

r0 ( n )= s ( n )+ w 0 ( n )
r1 ( n )= s ( n - D 1 )+ w 1 ( n )
                     ⋮
rP - 1 ( n )= s ( n - DP - 1 )+ w P - 1 ( n )

（4）

式中：Dp ( p = 1，2，…，P - 1 )为时延；w p ( p = 0，1，…，P - 1 )为噪声。

接下来构造平行因子切片的元素，

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

x0 ( k )=[ r0 ( k )，r0 ( k + 1 )，⋯，r0 ( k + Q - 1 ) ]T

x1 ( k )=[ r1 ( k )，r1 ( k + 1 )，⋯，r1 ( k + Q - 1 ) ]T

                                 ⋮
xP - 1 ( k )=[ rP - 1 ( k )，rP - 1 ( k + 1 )，⋯，rP - 1 ( k + Q - 1 ) ]T

（5）

式中： k ∈ [ 1，M ]；Q 表示得到的信号数量。如果不考虑噪声，式中的信号可以表示为
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ì
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ï
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ï

x0 ( k )= As ( k )
x1 ( k )= AΔ ( ω，D 1 ) s ( k )
                  ⋮
xP - 1 ( k )= AΔ ( ω，D P - 1 ) s ( k )

（6）

式中

A=

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú1 1 ⋯ 1
ejω1 ejω2 ⋯ ejωm

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
ejω1( Q - 1 ) ejω2 ⋯ ejωm ( Q - 1 )

∈ CQ × M

s ( k )=[ α1 ejω1 k，α2 ejω2 k，⋯，αM ejωm k ]T ∈ CM × 1

Δ ( ω，D )= diag ( e-jω1 D，e-jω2 D，⋯，e-jωm D )∈ CM × M

式中：A为含有频率信息的方向矩阵；H为含有时延信息的时延矩阵；S为含有待估计信息的信源矩阵。

H和 S表达式为

H=

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú1 1 ⋯ 1
e-jω1 D 1 e-jω2 D 1 ⋯ e-jωm D 1

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
e-jω1( Q - 1 ) Dp - 1 e-jω2 Dp - 1 ⋯ e-jωm ( Q - 1 ) Dp - 1

∈ CP × M （7）

S=[ s ( k )，s ( k + 1 )，⋯，s ( k + L + 1 ) ]∈ CM × L （8）
利用式（6）构造一组矩阵为

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

Z 0 =[ x0 ( k )，x0 ( k + 1 )，⋯，x0 ( k + L - 1 ) ]
Z 1 =[ x1 ( k )，x1 ( k + 1 )，⋯，x1 ( k + L - 1 ) ]
                                           ⋮
ZP - 1 =[ xP - 1 ( k )，xP - 1 ( k + 1 )，⋯，xP - 1 ( k + L - 1 ) ]

（9）

式中 L 为信号的采样数。

则式（9）等价为

Z p = ADiagp + 1 ( H )S      p = 0，1，⋯，P - 1 （10）
考虑噪声影响，观测模型变为

~
Z p = ADiagp + 1 ( H )S +W p     p = 0，1，⋯，P - 1 （11）

式中W p 是接收噪声，为 Q × L 矩阵。

通过重排式（11）可以得到三线性模型为

zq，p，l = ∑
m = 1

M

aq，m hp，m sm，l

q = 0，1，⋯，Q；p = 1，2，⋯，P；l = 1，2，⋯，L
（12）

式中：aq，m 表示 A 的 (q，m )元素；hp，m，sm，l 同理。

为了将观测模型进一步迭代，需要得到 3 个方向的信息，根据式（10）得到的时延方向的信息，由平

行因子模型的对称性可得信源方向和估计频率方向的信息为
~
X l = HDiag l ( ST ) AT     l = 1，2，⋯，L （13）
~
Y q = ST Diagq ( A )H T      q = 1，2，⋯，Q （14）
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2 谐波和间谐波频率估计  

2. 1　模型压缩　

为了降低 PARAFAC 的复杂度，将接收数据的三维矩阵 X ∈ CQ × P × L 压缩为一个较小的矩阵

X '∈ CQ '× P '× L '，其中 Q ' < Q，P' < P，L' < L。将压缩矩阵定义为U ∈ CQ × Q '，V ∈ CP × P'，W ∈ CL × L'，上述

压缩矩阵需满足有限等距性质（Restricted isometry property，RIP），可以通过 Tucker3 分解得到［13］。

然后压缩后的三维矩阵可以表示为

Z'p' = A 'Diagp' + 1 ( H ' )S'      p' = 0，1，⋯，P' - 1 （15）

式中A ' = U HA，H ' = V HH，S' = SW。同理根据式（13，14）可得到

 X 'l = H 'Diag l' ( S'T ) A 'T       l' = 1，2，⋯，L' （16）

Y 'q' = S'T Diagq' ( A ' )H 'T       q' = 1，2，⋯，Q ' （17）

2. 2　模型分解　

三线性交替最小二乘算法（Trilinear alternating least square，TALS）［13］是平行因子分解的常用方法

根据
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úH 'Diag1 ( S'T )
H 'Diag2 ( S'T )

⋮
H 'DiagL ( S'T )

A 'T （18）

得到最小二乘拟合为

min
A，S，H
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+
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（19）

由式（19）得到A '的最小二乘更新为

Â 'T =
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式中 Ŝ'和 Ĥ '分别表示上一次迭代中所得到的 S'和H '的估计。
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S'T Diag2 ( A ' )

⋮
S'T DiagQ ( A ' )

H T （21）

得到最小二乘拟合为
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min
A，S，H
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由式（22）得到H '的最小二乘更新为

Ĥ 'T =
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úŜ'T Diag1 ( Â )
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得到最小二乘拟合为

min
A，S，H
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由式（25）得到 S'的最小二乘更新为
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2. 3　频率估计　

定义矩阵 A ' 的第 m 列为 a' ( ωm )，则有 a' ( ωm )= U Ta ( ωm ) αa ( ωm )，其中 a ( ωm ) 为矩阵 A的第 m 列，

αa ( ωm ) 为尺度因子；定义
~
ω 1，

~
ω 2，…，

~
ω R 作为所有频率的采样网格且 R ≫ M，用于构造于频率估计的完

备字典Ω=[ a ( ~ω 1 )，a ( ~ω 2 )，⋯，a ( ~ω R ) ]，如果
~
ω r = ωm，将上式改写为 a' ( ωm )= U TΩep αa ( ωm )，其中 ep 为

P × 1 的稀疏矩阵。利用 L0 范数约束可以得到 ωm 的估计为

ω̂m = min a' ( ωm )- U Ha ( ~ω r ) (U Ha ( ~ω r ) )+a' ( ωm )
2

F
      r = 1，2，⋯，R； m = 1，2，⋯，M （27）

上述已给出 CS⁃PARAFAC 算法估计间谐波频率的流程，算法主要步骤如下：

（1）将信号模型根据式（10）得到 PARAFAC 模型；

（2）将压缩矩阵定义为U ∈ CQ × Q '，V ∈ CP × P'，W ∈ CL × L'，把接收数据的三维矩阵 X ∈ CQ × P × L 压缩
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为一个较小的矩阵 X '∈ CQ '× P '× L '，其中 Q ' < Q，P' < P，L' < L。

（3）将压缩过的 PARAFAC 模型（15~17）按照式（19，22，25）得到最小二乘拟合，根据式（20，23，
26）得到每个切片的最小二乘更新；

（4）构造完备字典Ω=[ a ( ~ω 1 )，a ( ~ω 2 )，⋯，a ( ~ω R ) ]，构建出频率的重构问题；

（5）利用正交匹配追踪算法得到频率的估计值。

3 性能分析  

3. 1　可辨识度分析　

上述已经给出了 PARAFAC 模型 TALS 算法分解过程，根据文献［14］的证明过程，下面给出算法

的可辨识性。

定理定理  ~Y q = ST Diagq ( A )H T，q = 1，2，⋯，Q，其中 A ∈ CQ × M，S∈ CM × L，H ∈ CP × M，A是具有范德

蒙特性的矩阵，如果

k sT + min ( Q + kH，2M )≥ 2M + 2 （28）
则A、H、S可辨识，算法生效。由 PARAFAC 分解得到的 Ā、H̄、S̄分别满足

Ā= AΠ，H̄= HΠ，S̄= STΠ （29）
式中Π为排列矩阵。

文中采用的是独立信源信号 k sT = min ( M，L )，独立延时信号 kH = min ( P，M )，并将上式改写为

min ( M，L )+ min ( Q + min ( P，M )，2M )≥ 2M + 2 （30）
当 L ≥ M，P ≥ M，M ≥ 2 满足辨识性，此时 M ≤ min ( L，P )。显然上述参数满足 L ≥ M，P ≥ M，并

且可辨识的谐波数为 min ( L，P )。

3. 2　算法计算复杂度分析与克拉美罗界（CRAMER‑RAO bound，CRB）　

3. 2. 1　计算复杂度分析　

对于所提出的基于 CS⁃PARAFAC 的频率估计算法，压缩过程中的复杂度为 O [ Q 'P'Q ( P +

1 ) L + LQ 'P'L' ]，一次迭代过程的复杂度为 O [Q 'L'P'M + 3M 3 + M 2 (Q 'L' + Q 'P' + L'P' + L' + Q ' +

P') ]，该算法的稀疏恢复需要大约为 O [ M ( Q + P + 1 ) R ]［15］，所提算法的总复杂度即上述 3 个过程之

和。而对于传统的平行因子算法，一次迭代过程复杂度为 O [PQLM + 3M 3 + M 2( QL + QP + LP +

P + Q + L ) ]［16］。

为了直观地比较两种算法的计算复杂度，将上述模型代入对比，图 1 给出了传统 PARAFAC 算

法和所提算法在不同的采样数 L 下的计算复杂度对比，考虑 Q = 12，P = 4，M = 3，Q '/Q = P'/P = 
L'/L = 0.5，R = 100，迭代次数为 30，从图 1 中可以得出结论，所提算法相较于传统的 PARAFAC 算法

计算量更低。

3. 2. 2　克拉美罗界　

定义 

B= H⊙A （31）
式中⊙表示 Khatri⁃Rao 乘积。

对于谐波信号的频率估计，其 CRB［17⁃20］为
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CRB = σ 2

2L
{ Re [ DHΠ⊥

B D⊕F T ] }-1 （32）

式 中 ：D=[ ∂b1

∂ω 1
，⋯，

∂bM

∂ωM
]，bM 为 矩 阵 B 的 第 M 列 ，F=

13 × 3 ⊗ P s，其中 P s = 1
L ∑

k = 1

L

s ( k ) sH ( k )，13 × 3 为 3×3 元素全为

1 的矩阵；Π⊥
B = I- B ( BH B ) ；⊕ 表示 Hadamard 乘积。

本文算法的优点主要体现在：（1）适用于电力系统中的谐

波和间谐波信号，实际使用中易于实现；（2）算法计算量较小，

同时对数据存储的容量要求较低；（3）借助于 PARAFAC 模

型，能够得到配对的频率估计，无需再进行额外配对。

4 仿真结果  

假设传感器接收到的含谐波信号为

x ( t )= 0.2cos( 2π·45t )+ cos ( 2π·50t )+ 0.2cos( 2π·75t )+ e ( t ) （33）
式中：L 为信号采样数；P 为时延级数；Q 为传感器个数。仿真中，定义求根均方误差（Root mean square 
error ， RMSE）用于衡量算法的频率估计性能［21⁃23］。

RMSEfrequency = 1
M ∑

m = 1

M 1
T ∑

i = 1

T

( ω̂m，i - ωm )2 （34）

式中：ω̂m，i 为第 i次蒙特卡洛仿真中 ωm 的估计值；T 为总的仿真次数，下面仿真中取 T=100。
仿真 1 探究本文 CS⁃PARAFAC 算法的频率估计性能。定义算法中的 PARAFAC 模型的大小为

Q × P × L，仿真中设置传感器数量 Q=12，时延级数 P=4，采样数 L=100，信噪比为 20 dB，对本文的

算法进行 30 次蒙特卡洛仿真。从图 2 中可以看出该算法在信噪比较低的情况下，依然可以有效估计频

率参数。

仿真 2 探究本文 CS⁃PARAFAC 算法、文献［13］中传统 PARAFAC 算法、文献［10］中 ESPRIT 算

法的估计性能，通过绘制 RMSE 曲线进行比较。仿真过程中，仿真中设置传感器数量 Q=12，时延级数

P=4，采样数 L=100，信噪比从 5 dB 均匀增加至 30 dB。如图 3 所示，本文提出的 CS⁃PARAFAC 算法

估计误差明显小于 ESPRIT 算法；在 5 dB 时性能略微优于 PARAFAC 算法，随着信噪比的增大，

图 1　不同采样数下的计算复杂度对比

Fig1　Complicity comparison versus differ⁃
ent samples

图 2　频率估计性能仿真

Fig.2　Frequency estimation performance 
of our algorithm

图 3　频率估计算法性能比较

Fig.3　Comparison of frequency estimation 
performance
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CS⁃PARAFAC 算法和传统 PARAFAC 算法的估计误差几乎没有区别。

仿真3 探究本文的 CS⁃PARAFAC 算法在不同采样数 L 下的频率估计性能。仿真过程中，设置传

感器数量 Q=12，时延级数 P=4，采样数 L=50，100，150，200。从图 4 中可以看出，在信噪比相同的情

况下，所提算法的估计性能随着采样数的增加而增加。

仿真 4 探究本文的 CS⁃PARAFAC 算法在不同传感器数量 Q 下的频率估计性能。仿真过程中，

设置传感器数量 Q=8，12，16，20，时延级数 P=4，采样数 L=200。从图 5 中可以看出，在信噪比相同的

情况下，所提算法的估计性能随着传感器数量的增加而变好。

仿真5 探究本文的 CS⁃PARAFAC 算法对随时间变化的频率估计性能测试，所测试信号如下

x ( t )= 0.2cos( 2π·f1 t )+ cos ( 2π·f2 t )+ 0.2cos( 2π·f3 t )+ e ( t ) （35）

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

f1 = 45 - 0.1t
f2 = 50 + 0.01t
f3 = 75 + 0.1t

（36）

仿真过程中，设置传感器数量 Q=12，时延级数 P=4，采
样数 L=100，信噪比为 20 dB，进行 50 次蒙特卡洛仿真。从图

6 中可以看出，所提算法在频率随时间变化的情况下，依然可

以有效估计频率参数。

5 结束语  

间谐波估计问题常用的 DFT 方法常伴随着频谱泄漏和非

同步采样误差较大的缺点，导致分辨率不高。因为现代谱估

计算法分辨率高，估计误差小的特点，本文将现代谱估计的算

法引入电力系统谐波间谐波信号参数估计问题中。选择平行

因子分解算法，既不需要如同 MUSIC 算法进行谱峰搜索增加

计算量，也不需要如同 ESPRIT 算法子空间划分不够精细导

致抗噪性能差。为了进一步减少算法计算量，本文将 CS 理论和 PARAFAC 模型相结合，提出了一种有

效的谐波和间谐波频率估计算法，适用于电力系统中的谐波和间谐波信号，实际使用中易于实现，借助

图 4　不同采样数下频率估计算法性能比较

Fig.4　Comparison of frequency estimation per⁃
formance under different samples

图 5　不同数量传感器下频率估计算法性能比较

Fig.5　Comparison of frequency estimation perfor⁃
mance under different sensor numbers

图 6　随时间变化频率的估计性能

Fig6　Performance of tracking with dynam ⁃
ic frequency
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于 PARAFAC 模型，能够得到配对的频率估计，无需再进行额外配对，并通过压缩过程进一步减少了运

算量。仿真结果也表明，本文算法在计算量减少的同时，频率估计性能也优于 ESPRIT 算法，并和传统

PARAFAC 算法的性能几乎一致。
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