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压缩感知中提升测量矩阵稀疏性的等效字典优化设计

陈映瞳

（西安工业大学基础学院，西安 710021）

摘 要：在压缩感知中，可以通过减小等效字典（测量矩阵和稀疏字典的乘积）的互相干性值来提升稀

疏重构算法的稳定性。已有的优化设计方法在减小等效字典互相干性值的同时没有考虑如何提高信

号重构的计算效率，为了克服该问题，在稀疏字典固定的情形下，本文提出了一个关于测量矩阵的有约

束光滑优化问题，其中第 1个约束要求等效字典的 Gram矩阵具有尽可能小的互相干性值；第 2个则利

用 L1范数来促进测量矩阵的稀疏性。然后，利用收敛的交替投影算法进行求解。数值实验表明：针对

图像恢复问题，相对于采用已有优化设计方法得到的等效字典，本文提出的方法显著提高了测量矩阵

中的零元素占比，同时使得压缩感知系统具有更高的信号重构精度。
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Optimization of Equivalent Dictionary with Sparsification of Measurement Matrix
for Compressed Sensing
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Abstract：The stability of sparse reconstruction algorithms in compressed sensing can be raised by
reducing the mutual coherence value of the equivalent dictionary，i. e.，the product of the measurement
matrix and the sparsifying dictionary. While，the existing optimal design methods do not consider how to
improve the efficiency of signal reconstruction when reducing the mutual coherence value. To overcome the
problem，a constrained smooth optimization problem about measurement matrix is proposed，in which the
first constraint requires the mutual coherence value of the equivalent dictionary to be as small as possible，
and the second one uses the L1 norm to facilitate the sparsity of the measurement matrix. Then，a
convergent alternating projection algorithm is used to solve it. The simulation results on natural images
show that compared with the equivalent dictionaries obtained by several existing optimal design methods，
the proposed method greatly raises the sparsity of measurement matrix and improves the signal recovery
accuracy.
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引 言

压缩感知是一种新型信号观测与恢复方法，在机械故障诊断［1］、材料的冲击损伤检测［2］等领域

得到了广泛应用。这种方法的主体是由测量矩阵、稀疏字典和稀疏重构算法组成的压缩感知系统，

其中稀疏重构算法的稳定性是衡量压缩感知系统重构性能的重要指标。因此，如何提升稀疏重构

算法的稳定性是压缩感知方法的一个重要研究课题。研究表明等效字典的互相干性值越小（即它

的互不相干性越强），稀疏重构算法的稳定性就越强。因此，提升压缩感知系统重构性能的一条重

要途径就是减小等效字典的互相干性值。这方面的研究工作最早开始于 2007年［3⁃4］，近年来关于此

的研究成果仍不断涌现。文献［5］把测量矩阵和稀疏字典放在一起进行优化设计，使得等效字典具

有更小的互相干性值，稀疏重构算法则具有更强的稳定性，最终使得压缩感知系统具有更高的信号

重构率。文献［6］在交替投影算法框架下提出了一种优化设计方法。在每步迭代中，首先固定稀疏

字典，通过令等效字典的 Gram矩阵逼近某类特定 Gram矩阵来优化设计测量矩阵，然后固定测量矩

阵，利用一组训练数据，通过极小化稀疏表示误差在测量前后的能量和，优化设计稀疏字典。该方

法每步迭代的两个子步骤分别采用不同的目标函数，为了简化设计过程，文献［7］采用统一的目标

函数优化设计测量矩阵和稀疏字典。为了改进文献［6］方法不能处理海量训练数据的不足，基于固

定稀疏字典优化设计测量矩阵的方法［8］，通过借鉴文献［9］中的在线字典学习方法，文献［10］提出

了一种高效的等效字典优化设计方法。文献［11］采用交替投影方法极小化等效字典的 Gram矩阵

与某类特定 Gram矩阵的差，其间采用共轭梯度法更新等效字典。尽管这些方法设计的等效字典在

图像恢复任务上都取得了较好的数值实验效果，但在进行优化设计时都没有考虑到等效字典对后

续信号重构效率的影响。

还有一些工作简化了联合优化设计方式，即在稀疏字典固定的情形下，仅对测量矩阵进行优化设

计。文献［12］采用交替投影方法极小化等效字典的Gram矩阵与某类特定Gram矩阵的差，但在设计等

效字典时没有考虑它对信号重构效率的影响。文献［8］在极小化等效字典的 Gram矩阵与某类特定

Gram矩阵的差时，通过对目标函数添加正则项，使得能够利用设计好的等效字典较好地重构了不是严

格稀疏的信号。文献［8］在进行优化设计时，没有考虑如何才能利用设计结果更有效地重构信号。为

此，文献［13］对文献［8］中优化问题的变量（即测量矩阵）赋予了稀疏结构，要求等效字典是按行稀疏的

测量矩阵（每行的稀疏度是固定的）和某个正交矩阵（例如离散余弦变换矩阵）的乘积。这种方法能有

效提升测量矩阵的稀疏性，但提出的结构有可能阻碍了测量矩阵稀疏性的进一步提升。同时，这种方

法对每步迭代中的梯度下降采用回溯准则选取步长，导致方法的时间复杂度较高。和文献［8］类似，为

了能够利用优化设计的等效字典较好地重构不是严格稀疏的信号，文献［14］在极小化等效字典的

Gram矩阵与某类特定 Gram矩阵的差时，对目标函数添加了一个包含训练数据稀疏表示误差的正则

项，但在进行优化设计时都没有顾及等效字典对信号重构效率的影响。文献［15］利用光滑化技巧把极

小化等效字典互相干性值的问题转化为一个有约束光滑优化问题，然后利用交替投影方法进行求解。

这种方法能显著减小等效字典的互相干性值，但和文献［8］一样，在提高信号重构效率上还有进一步提

升空间。

从上述方法分析可知：当前的等效字典优化设计方法普遍没有考虑等效字典对后续信号重构效率

的影响。为此，本文准备固定稀疏字典，极小化等效字典的Gram矩阵与某类特定Gram矩阵的差，同时

要求测量矩阵满足某种基于 L1范数的不等式约束。利用 L1范数的促稀疏性，可在算法进行过程中自动

让测量矩阵中的部分元素归零，从而提高后续利用等效字典进行信号重构的效率。然后，基于交替投

影方法求解提出的最优化问题，并保证算法的收敛性。和相关方法相比，本文提出的优化设计方法着
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重关注测量矩阵的稀疏性对后续信号重构效率的影响。利用这种方法优化设计等效字典，有望在信号

重构阶段获得更高的重构精度和重构效率。

1 本文优化设计方法

1. 1 极小化问题

压缩感知的测量模型是 y=Φx+ e，其中 y∈ RM为测量值，Φ ∈ RM× N( M≪ N )为测量矩阵，e为测

量噪声，x∈ RN为待重构信号，在稀疏字典Ψ ∈ RN× L( N≤ L )下有稀疏表示 x= Ψα+ n，其中 α为稀疏

向量，稀疏度 α 0 = K（向量的零范数即指它的非零分量个数），n为稀疏表示误差。则乘积A=ΦΨ被

称为等效字典。

在稀疏字典Ψ固定的情形下，本文通过求解极小化问题（1）优化设计测量矩阵。

min
Φ，G





( )ΦΨ

T( )ΦΨ - G
2

F

s.t. G ∈ X， φ j 1
≤ 1，∀j= 1，2，⋯，N

（1）

式中：X≐{X ∈ RL× L；X= X T，X ( j，j )= 1，∀j，max
i≠ j

| xij |≤ ξ}，ξ= é
ë( )L-M ( )M ( )L- 1 ù

û
1 2
，xij表示

矩阵 X第 i行第 j列元素；下标“F”表示矩阵的 Frobenius范数；Φ= [φ1，φ2，⋯，φN ]是测量矩阵Φ的列分

块形式。

问题（1）的解之所以能更稳定地重构稀疏信号且问题（1）的解有一定稀疏性有以下原因。首先，周

知 L1范数具有促稀疏性，所以通过约束条件 φ j 1
≤ 1，∀j可以迫使测量矩阵的部分元素归零。而且和

文献［13］稀疏化测量矩阵的方式相比，这种方式没有硬性规定测量矩阵每一行的稀疏度，所以有可能

使得测量矩阵具有更强的稀疏性。其次，集合 X描述的是一类理想等效字典的 Gram矩阵。这类等效

字典的每列具有单位 L2范数，且它的互相干性值不超过 ξ，ξ为M× L维矩阵所能达到的最小互相干性

值。根据压缩感知中常用稀疏重构算法（例如正交匹配追踪算法（Orthogonal matching pursuit，OMP）
和基追踪去噪算法（Basis pursuit denoising，BPDN）等）的稳定性保证［16］可知，相较其他M× L维等效

字典，这类等效字典搭配常用稀疏重构算法构成的压缩感知系统，能在最坏意义下具有一定稳定性。

因此，通过让等效字典的 Gram矩阵尽可能接近集合 X，可使等效字典在后续重构阶段带来更高重构

精度。

1. 2 求解算法及其收敛性

本节给出极小化问题（1）的解法。将极小化问题（1）改写成如式（2）所示的等价形式。

min
H，G

 H- G
2
F

s.t.

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

G ∈ X={ }X ∈ RL× L；X= X T，X ( )j，j = 1，∀j，max
i≠ j

|| xij ≤ ξ

H ∈ Y={ }Y ∈ RL× L；Y=( )ΦΨ
T( )ΦΨ ， φ j 1

≤ 1，∀j

（2）

本文根据交替投影算法框架求解最优化问题（2）。固定稀疏字典Ψ，设在交替投影算法第 k步迭代

开始时测量矩阵是Φ k，在第 k步迭代中交替进行如下两个步骤。

（1）求Gram矩阵G=(Φ kΨ )
T(Φ kΨ )在集合 X上的投影，即对G按元素执行如下操作
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gij=

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

ξ× sign ( )gij i≠ j， || gij ≥ ξ

gij i≠ j， || gij < ξ

1 i= j

（3）

式中 sign ( ⋅ )是符号函数（规定 sign ( 0)= 0）。将投影记为G k。

（2）固定G k求解优化问题（2），即求G k在集合 Y上的投影。这时，优化问题（2）可以等价写为

min
Φ

1
4




( )ΦΨ

T( )ΦΨ - G k

2

F

s.t. φ j 1
≤ 1，∀j= 1，2，⋯，N

（4）

采用梯度投影算法［17］求解问题（4）。把目标函数记为 f (Φ )。按文献［18］中的算法求Φ k在集合 Z

上的投影，集合 Z≐{Φ ∈ RM× N； φ j 1
≤ 1，∀j= 1，2，⋯，N }，为了简便，投影仍记为Φ k，把Φ k作为问题

（4）的初值。然后选定常数 s> 0，执行若干步如下操作：按文献［18］中的算法求Φ- s∇f (Φ )在集合 Z

上的投影 Φ͂。其中，梯度 ∇f (Φ )=ΦΨ ((ΦΨ ) T(ΦΨ )- G k)Ψ T。然后，从Φ开始沿方向 Φ͂-Φ前进

步长 α∈( 0，1)，α按Armijo准则选取。设参数 β、σ∈( 0，1)，找到使得式（5）成立的最小非负整数m，然后

得到步长 α= βm。

f (Φ )- f (Φ+ βm ( Φ͂-Φ ) )≥-σβm trace (∇f (Φ ) T ( Φ͂-Φ ) ) （5）

执行完若干步迭代后，把新的测量矩阵记为Φ k+ 1。这样就完成了交替投影算法的第 k步迭代。如

此进行若干步交替投影后，输出最终的测量矩阵Φ。

综上，本文提出的等效字典优化设计方法的步骤如下。

输入：测量矩阵Φ ∈ RM× N，稀疏字典Ψ ∈ RN× L，交替投影算法的迭代步数 T alter，梯度投影算法的迭

代步数 T，参数 s> 0和 β、σ∈( 0，1)，Φ的行数M；Ψ的列数 L。

for k = 1：T alter
计算A=ΦΨ和G= ATA；对G按元素执行式（3）操作；

按文献［18］中的算法求Φ在集合Z上的投影，投影仍记为Φ；

for t= 1：T
计算 B=Φ- s∇f (Φ )；
按文献［18］中的算法求 B在集合Z上的投影，投影记为 Φ͂；

利用Φ，Φ͂，Ψ，G，β和 σ，按Armijo准则选取步长 α；

计算Φ=Φ+ α ( Φ͂-Φ )；
end

end
输出：测量矩阵Φ。

本文提出的优化设计方法通过计算 B的每列在 L1范数单位球上的投影，求 B在集合 Z上的投影。

在求 B中任意一列在 L1范数单位球上的投影时，本文具体采用的是文献［18］中的算法。

下面从两个方面说明本文提出的等效字典优化设计方法是收敛的。首先，单看每步交替投影用到

的梯度投影算法。因为集合 Z是有界集，所以梯度投影算法求解问题（4）产生的序列 {Φ k }
∞

k= 1
至少会有

1个聚点。根据文献［17］可知，这个聚点是优化问题（4）的稳定点。其次，来看整个交替投影算法。
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根据文献［19］可知，因为集合 X和 Y都是有界闭集（关于 Y的闭性，详见附录），所以本文提出的交

替 投 影 算 法 是 收 敛 的 。 具 体 来 说 ，设 X k∈ X 是 第 k 步 交 替 投 影 产 生 的 Gram 矩 阵 ，

Y k+ 1≐ (Φ k+ 1Ψ )
T(Φ k+ 1Ψ ) ∈ Y 是 第 k 步 交 替 投 影 产 生 的 测 量 矩 阵 对 应 的 Gram 矩 阵 ，则 序 列

{(Y k，X k ) }
∞

k= 1
至 少 会 有 一 个 聚 点 (Ŷ，X̂ )，且 有 ：（1）lim

k→∞
 X k- Y k F

= X̂- Ŷ
F
；（2） X̂- Ŷ

F
=

infY ∈ Y X̂- Y
F
，即 Ŷ是 X̂在集合 Y上的投影；（3） X̂- Ŷ

F
= infX ∈ X X- Ŷ

F
，即 X̂是 Ŷ在集合 X上

的投影。

为了便于理解，对上述收敛性结果进行简要解释。“集合 Y是 RL× L的子集”可以一般化为“G是任一

距离空间 S的任意非空子集”，“集合 X是 RL× L的子集”可以一般化为“H是任一距离空间 T的任意非空

子 集 ”。 问 题（2）的 目 标 函 数 是 RL× L× RL× L 上 的 连 续 实 值 函 数 f (Y，X )= Y- X
2
F。

∀ (Y k，X k ) ∈ G× H，k= 2，3，…，“用梯度投影法求解问题（4）进而得Y k+ 1”可以抽象成一个从 G× H到

G× H的集值映射 F 1(Y，X )=MG( X )× { X }，其中MG( X )表示给定 X ∈H后 f (Y，X )在 G上的全局

极小点集，具体就是 Y k+ 1 ∈MG( X k )，(Y k+ 1，X k ) ∈ F 1(Y k，X k )。∀ (Y k+ 1，X k ) ∈ G× H，k= 2，3，…，执行

式（3）操作得到 X k+ 1也可以抽象成一个从G× H到G× H的集值映射 F 2(Y，X )= {Y }×MH(Y )，其中

MH(Y )表示给定 Y后 f (Y，X )在H上的全局极小点集，具体就是 { X k+ 1 }=MH(Y k+ 1 )（这里用等号，因

为式（3）操作的结果是单点集），(Y k+ 1，X k+ 1 ) ∈ F 2(Y k+ 1，X k )。因此，对所提交替投影算法，如果设

X k∈H是第 k步交替投影产生的 Gram矩阵，Y k+ 1≐ (Φ k+ 1Ψ )
T(Φ k+ 1Ψ ) ∈ G是第 k步交替投影产生的

测量矩阵Φ k+ 1对应的 Gram矩阵，则序列{(Y k，X k ) }
∞

k= 1
满足 (Y k+ 1，X k+ 1 ) ∈ F (Y k，X k )，k= 2，3，…，其

中 F≐ F 2 ∘F 1是 F 1和 F 2的复合，它的对应法则为 F ( x，y)= ∪
( )u，v ∈ F1 ( )x，y

F 2( )u，v 。

有了上述转化后，就能应用如下定理 1得到所提交替投影法的收敛性结果，即序列{(Y k，X k ) }
∞

k= 1
至

少有一个聚点 (Ŷ，X̂ )，且有 lim
k→∞

 X k- Y k F
= X̂- Ŷ

F
，同时还有 Ŷ是 X̂在集合 Y上的投影，X̂是 Ŷ在

集合 X上的投影。另外，定理 1可由文献［20］中的收敛性结果得出。

定理 1 设 S，T都是距离空间，G⊂S和 H⊂ T都是紧集。 f是 S× T上的连续实值函数。F是从

G×H到 G×H的集值映射，它在 G×H上是闭的。如果下面两点成立：（1）对 G×H中任意两点

( u，v )和 ( x，y)，( u，v ) ∈ F ( x，y)，有 f ( u，v )≤ f ( x，y)；（2）如果 ( x，y)不是 f在 G×H上的全局极小点，

∀ ( u，v ) ∈ F ( x，y)，有 f ( u，v )< f ( x，y)，则对G×H内任一点 ( x( )0，y( )0 )，由 ( x( )k+ 1，y( )k+ 1 )∈ F ( x( )k ，y( )k )
得到的序列{( x( )k ，y( )k ) }∞

k= 0
都会有一个收敛子列，且极限是 f在G× H上的全局极小点。

2 数值实验

本节利用图像恢复问题检验本文提出的优化设计方法是否能提高压缩感知系统的重构精度，以及

是否能提升测量矩阵的稀疏性。总的来说，按如下方法进行检验：用文献［5，7，10，13，15］中的优化

设计方法得到测量矩阵和稀疏字典；然后以其为初值，再用本文方法进行优化设计，得到新的测量矩阵

（稀疏字典不变）；最后，用两套测量矩阵和稀疏字典分别进行重构，比较重构效果。另外，用本文方法

来处理标准压缩感知系统的测量矩阵和稀疏字典，即稀疏字典是用 KSVD算法［21］从训练数据中学到
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的，而测量矩阵是高斯随机矩阵（即每个元素独立同分布地满足正态分布 N (0，M-1)，M为矩阵的行

数）。下面分别阐述不同情形下的对比办法和实验结果。对所有情形，本文提出的方法采用参数 T=
1 500、T alter = 15、β= 0.5和 σ= 0.1。另外，所有代码均采用MATLAB（R2019b）编写，采用的笔记本电

脑配置是 Intel（R）Core（TM）i7⁃6500U处理器、主频 2.50 GHz、内存 8 GB。

2. 1 关于文献［5］的数值实验

首先，按如下方法获取训练数据：从 LabelMe图像数据集［22］中随机选取 400幅图像，再从每幅图像

中无重叠地提取 15个 8× 8的子块，把它们放到一起得到 6 000个 64维训练数据。再按如下方法获取

测试数据：取 10幅经典的 512像素× 512像素 自然图像；把每幅无重叠地分割成一系列 8× 8的子块，

得到 4 096个 64维测试数据。其次，用文献［5］中的优化设计方法从训练数据中得到测量矩阵和稀疏字

典 ，采 用 的 参 数 是 M= 18、N= 64、L= 256、α= 1 8、稀 疏 度 6、迭 代 步 数 100、初 始 测 量 矩 阵

randn (M，N )和 N× L的过完备离散余弦变换（Discrete cosine transform，DCT）矩阵形式的初始稀疏

字典。再用本文提出的方法对得到的测量矩阵进行优化设计。最后，用两个测量矩阵分别对每一个测

试数据进行测量，对理想测量值都添加高斯白噪声形式的测量噪声，使得信噪比等于 10 dB。再用

OMP算法和两套等效字典从测量值中恢复测试数据。对原始图像和重构图像，用峰值信噪比（Peak
signal to noise ratio，PSNR）和结构相似性指标（Structural similarity index，SSIM）［23］评判重构效果，采

用MATLAB软件内置命令 PSNR和 SSIM计算 2个评判指标。另外，对测量矩阵，把绝对值小于 10-4

的分量认为是零。实验结果如表 1所示，采用文献［5］方法得到的测量矩阵只包含 0.520 8%的零元素，

经本文方法处理后，这个比例升至 57.552 1%。

2. 2 关于文献［7］的数值实验

对采用文献［7］方法生成的测量矩阵和稀疏字典，按照针对文献［5］的比较办法，比较了在使用本

文方法前后等效字典带来的重构效果和测量矩阵的稀疏性。文献［7］中的优化设计方法使用参数M=
20、N= 64、L= 100、α= 0.4、β= 0.8、稀疏度 4、迭代步数 100、初始测量矩阵 randn (M，N )和 N× L的

过完备 DCT矩阵形式的初始稀疏字典。实验结果如表 2所示。经本文方法处理后，采用文献［7］方法

表 1 使用本文方法前后关于文献［5］中等效字典的重构效果

Table 1 Reconstruction performance for equivalent dictionary in Ref.［5］ with and without the proposed
method

图像名

boats
bridge

cameraman
fingerprint
house
jetplane
lake
lena

mandrill
pepper

原始 PSNR
25.783 9
22.097 4
24.342 7
18.805 7
26.949 4
24.308 0
22.776 6
25.740 2
21.238 4
25.024 2

原始 SSIM
0.749 3
0.531 8
0.806 0
0.537 0
0.842 7
0.782 6
0.683 5
0.763 7
0.506 9
0.756 4

处理后的 PSNR
30.663 6
25.474 8
30.096 1
24.525 9
32.978 6
29.704 4
27.644 8
30.798 5
23.431 3
30.232 6

处理后的 SSIM
0.901 2
0.769 9
0.933 4
0.874 6
0.952 5
0.923 1
0.862 3
0.907 0
0.736 6
0.899 8
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得到的测量矩阵的零元素占比由 0.156 3%升至 78.828 1%。

2. 3 关于文献［10］的数值实验

对采用文献［10］方法生成的测量矩阵和稀疏字典，按照针对文献［5］的比较办法，比较在本文方法

处理前后等效字典带来的重构效果和测量矩阵的稀疏性。但采用的训练数据不同。从 LabelMe图像

数据集中选取 2 920幅图像，再从每幅图像中无重叠地提取 400个 8× 8的子块，把它们放到一起得到

1.168× 106个 64维训练数据。另外，文献［10］中的优化设计方法采用的参数是M= 20、N= 64、L=
256、总的迭代步数 10、字典学习的迭代步数 1 000、γ= 1 32、η= 128、稀疏度 4、ρ= 15和随机选取 L个

训练数据整合在一起然后逐列单位化生成的初始稀疏字典。实验结果如表 3所示，采用文献［10］方法

得到的测量矩阵不包含零元素，而经本文方法处理后，这个比例升至 84.921 9%。

表 2 使用本文方法前后关于文献［7］中等效字典的重构效果

Table 2 Reconstruction performance for equivalent dictionary in Ref.［7］ with and without the proposed
method

图像名

boats
bridge

cameraman
fingerprint
house
jetplane
lake
lena

mandrill
pepper

原始 PSNR
24.095 2
20.477 1
22.586 0
17.018 2
25.203 4
22.555 3
21.032 2
24.011 7
19.699 4
23.290 0

原始 SSIM
0.651 1
0.371 7
0.728 5
0.305 6
0.779 1
0.694 8
0.566 1
0.677 0
0.342 8
0.669 3

处理后的 PSNR
29.742 1
24.287 0
29.349 7
23.343 1
32.656 6
28.658 1
26.474 8
30.022 4
22.158 3
29.399 1

处理后的 SSIM
0.876 9
0.711 9
0.915 9
0.828 0
0.942 1
0.898 6
0.821 9
0.888 8
0.668 4
0.877 2

表 3 使用本文方法前后关于文献［10］中等效字典的重构效果

Table 3 Reconstruction performance for equivalent dictionary in Ref.［10］with and without the proposed
method

图像名

boats
bridge

cameraman
fingerprint
house
jetplane
lake
lena

mandrill
pepper

原始 PSNR
25.880 9
21.954 0
24.394 4
18.732 9
27.039 6
24.197 9
22.660 8
25.714 0
21.031 4
25.023 8

原始 SSIM
0.761 5
0.540 7
0.809 9
0.540 2
0.843 8
0.782 4
0.682 7
0.767 6
0.515 4
0.756 9

处理后的 PSNR
28.264 6
23.313 9
27.596 5
22.040 9
30.867 1
27.343 9
25.144 6
28.572 3
21.478 5
27.743 7

处理后的 SSIM
0.855 5
0.671 1
0.894 7
0.785 7
0.924 3
0.879 8
0.792 4
0.864 8
0.626 1
0.852 7
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2. 4 关于文献［13］的数值实验

因为文献［13］的优化设计方法和本文一样，在提高压缩感知系统重构精度的同时也提升了测量矩

阵的稀疏性。所以本文准备对同样的测量矩阵Φ和稀疏字典Ψ，分别采用两种方法进行优化设计，然

后分别用两套测量矩阵和稀疏字典进行重构，再比较重构效果和 2个测量矩阵的稀疏性。采用如下办

法生成Φ和Ψ：按照针对文献［5］的比较办法生成训练数据，然后用 KSVD算法生成Ψ，采用的参数是

M= 20、N= 64、L= 100、稀疏度 4、迭代步数 50和 N× L的过完备 DCT矩阵形式的初始稀疏字典。

再对 KSVD算法的结果Ψ利用文献［13］提供的程序 ZRE.m生成Φ（程序 ZRE.m详见文献［24］）。测试

数据的生成以及重构过程则和针对文献［5］的比较办法中的一样。另外，文献［13］采用的参数是

κ= 20、λ= 1.4和 DCT矩阵形式的矩阵 A。实验结果如表 4所示。经本文方法处理后，按文献［13］中

方法得到的测量矩阵的零元素占比由 0.234 4%升至 79.765 6%。

2. 5 关于文献［15］的数值实验

对采用文献［15］方法生成的测量矩阵和稀疏字典，按照针对文献［5］的比较办法进行比较。不同

的是训练数据、测试数据、添加测量噪声的方式和评判标准不一样。训练数据按如下方式生成：取 10幅
经典的 512像素× 512像素 自然图像，滑动地把每幅图分割成一系列 10× 10的子块，把它们放在一起

取其中的 10%，得到 25 301个 100维训练数据。测试数据由人工生成。利用 KSVD算法从训练数据中

得到一个 N× N维的稀疏字典Ψ，采用的参数是稀疏度 4、迭代步数 50和 DCT正交矩阵形式的初始稀

疏字典。测试数据 x按如下方式生成：生成稀疏向量 α（稀疏度是 4，支撑集服从等概率分布，非零分量

独立同分布地服从 ( - 1，1)上的均匀分布），计算 x= Ψα。总共生成 3 000个这样的向量。对测量值逐

分量地加上服从正态分布N ( 0，0.01 )的噪声。因为测试数据不是自然图像，所以用全体测试数据及其

重构结果的均方误差来评判重构效果。用 MATLAB软件的内置命令 immse计算均方误差（Mean
square error，MSE）。另外，文献［15］中的优化设计方法采用的参数是：η= 1.2、ρ= 0.5、β= 2、T= 15、

TAM = 1000、M= 20、N= L= 100、初始测量矩阵 normrnd (0， M，M，N )和 KSVD算法生成的初始

表 4 使用本文方法前后关于文献［13］中等效字典的重构效果

Table 4 Reconstruction performance for equivalent dictionary in Ref.［13］with and without the proposed
method

图像名

boats

bridge

cameraman

fingerprint

house

jetplane

lake

lena

mandrill

pepper

原始 PSNR
24.476 3

20.287 6

23.895 0

18.224 1

29.227 7

24.183 2

21.959 8

24.994 2

18.260 4

24.721 1

原始 SSIM
0.748 3

0.532 4

0.826 6

0.623 0

0.878 2

0.799 0

0.674 4

0.769 4

0.482 7

0.763 4

处理后的 PSNR
31.014 6

24.517 5

31.871 5

25.364 0

38.121 1

30.549 9

27.902 5

31.468 9

21.884 3

31.325 3

处理后的 SSIM
0.900 6

0.744 3

0.941 8

0.883 8

0.971 8

0.925 6

0.854 1

0.913 8

0.690 2

0.907 2
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稀疏字典 Ψ。实验结果如表 5所示。对 10幅图

像，按文献［15］中方法得到的测量矩阵都不包含

零元素，而经本文方法处理后，测量矩阵的零元

素占比（对应表 5 中从上到下的顺序）依次为

76.700 0%、77.450 0%、80.250 0%、76.100 0%、

78.250 0%、79.850 0%、78.500 0%、76.900 0%、

72.700 0%和 80.100 0%。

2. 6 关于标准压缩感知系统的数值实验

按照针对文献［5］的比较办法进行比较，只是

生成待比较的测量矩阵和稀疏字典的方式不同。

用 KSVD算法从训练数据中得到稀疏字典，采用

的参数是M= 12、N= 64、L= 256、迭代步数 50、
稀疏度 6和 N× L维的过完备 DCT矩阵形式的

初始稀疏字典；而测量矩阵是高斯随机矩阵。实

验结果如表 6所示，生成的标准压缩感知系统的

测量矩阵不包含零元素，而经本文方法处理后，则

包含 29.166 7%的零元素。

2. 7 重构效果的进一步展示

从 2.4节实验处理的 10幅图像中选择 4幅原始图像。把每幅原始图像、利用文献［13］方法设计的

测量矩阵和稀疏字典得到的重构图像、利用已有稀疏字典和本文方法处理后的测量矩阵得到的重构图

像，以及上述 3幅图像的某个共同细节部分进行并列展示，具体如图 1~4所示。

从本节所有数值实验可以看到，对按照文献［5，7，10，13，15］生成的测量矩阵和稀疏字典，以及标

准压缩感知系统的测量矩阵和稀疏字典，应用本文提出的方法进行优化得到的新测量矩阵搭配上已有稀

疏字典能够在图像恢复阶段带来更高的信号重构精度，同时还能显著提高测量矩阵中的零元素占比。

表 5 使用本文方法前后关于文献［15］中等效字典的

重构效果

Table 5 Reconstruction performance for equivalent
dictionary in Ref.［15］with and without the
proposed method

图像名

boats

bridge

cameraman

fingerprint

house

jetplane

lake

lena

mandrill

pepper

原始MSE/10-3

27.638 1

26.662 2

26.217 2

24.715 2

24.918 0

28.764 9

27.519 7

29.293 1

27.158 7

25.290 8

处理后的MSE/10-3

1.290 5

1.392 5

1.218 9

1.549 2

1.602 9

1.290 5

1.217 7

1.505 7

2.755 7

1.493 0

表 6 使用本文方法前后关于标准压缩感知系统中等效字典的重构效果

Table 6 Reconstruction performance for equivalent dictionary in standard compressed sensing system with
and without the proposed method

图像名

boats
bridge

cameraman
fingerprint
house
jetplane
lake
lena

mandrill
pepper

原始 PSNR
25.457 2
20.637 5
24.663 5
18.933 0
29.295 3
24.413 3
22.408 6
25.464 1
18.855 0
25.273 9

原始 SSIM
0.742 6
0.515 7
0.817 8
0.626 5
0.869 3
0.786 9
0.669 4
0.766 5
0.473 5
0.750 6

处理后的 PSNR
27.543 8
22.717 5
27.292 7
21.412 1
31.679 9
26.627 2
24.501 5
27.992 1
20.781 4
27.717 9

处理后的 SSIM
0.802 9
0.593 7
0.866 6
0.725 4
0.914 5
0.843 3
0.740 4
0.833 0
0.535 0
0.824 5
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图 1 图像“lena”及其重构结果

Fig.1 Image“lena”and its reconstruction

图 2 图像“ jetplane”及其重构结果

Fig.2 Image“ jetplane”and its reconstruction
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图 3 图像“boats”及其重构效果

Fig.3 Image“boats”and its reconstruction

图 4 图像“bridge”及其重构效果

Fig.4 Image“bridge”and its reconstruction
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3 结束语

本文利用最优化方法提出了一种压缩感知等效字典的优化设计方法。提出的最优化问题在使等

效字典的 Gram矩阵逼近某类特定 Gram矩阵的同时，要求测量矩阵满足某种基于 L1范数的不等式约

束。然后，根据交替投影算法框架提出了收敛的求解算法。数值实验表明，就图像恢复问题而言，对采

用一些经典的以及新提出的优化设计方法得到的测量矩阵和稀疏字典，以及标准压缩感知系统的测量

矩阵和稀疏字典，求解提出的最优化问题，得到的新测量矩阵搭配上已有稀疏字典能有效提高信号重

构精度，同时显著提升测量矩阵的稀疏性。

相较同类方法，本文提出的方法着重关注测量矩阵的稀疏性对后续信号重构效率的影响，并首次

利用 L1范数对测量矩阵赋予稀疏性。利用本文方法优化设计压缩感知的等效字典，可在信号重构阶段

获得精度与效率的双提高。为了能够利用本文方法优化设计大规模等效字典，下一步将会研究求解最

优化问题（4）的更加高效的迭代算法，或者是最优化问题（4）的闭合形式解的求法。

附录

证明集合 Y={Y∈ RL× L；Y=(ΦΨ ) T(ΦΨ )， φ j 1
≤ 1，∀j}是闭集。因为矩阵集合 RL× L是一个完备的距离空

间，所以只须说明集合 Y是完备的即可。设序列{(Φ kΨ )
T(Φ kΨ ) }∞

k= 1
是集合 Y中任意一个 Cauchy列，下面证明它是

收敛的。因为序列 {Φ k }
∞

k= 1
是有界的，所以有收敛子列{Φ nk}

∞

k= 1
，极限记为

-
Φ（各列的 L1范数小于等于 1）。因此，对任

意正数 ε> 0，存在正整数K 1，使得 ∀k> K 1（k是正整数），都有


 


( )Φ nkΨ

T ( )Φ nkΨ - ( )-
ΦΨ

T ( )-
ΦΨ

F
< ε 2 （A1）

由序列{(Φ kΨ )
T(Φ kΨ ) }∞

k= 1
的完备性可知，存在正整数K 2，使得 ∀m，n> K 2（m和 n都是正整数），都有





( )ΦmΨ

T( )ΦmΨ -( )Φ nΨ
T( )Φ nΨ

F
< ε 2 （A2）

现在取K=max { K 1，K 2 }。则 ∀k> K（k是正整数），有



 


( )Φ kΨ

T( )Φ kΨ - ( )-
ΦΨ

T ( )-
ΦΨ

F
<





( )Φ kΨ

T( )Φ kΨ - ( )Φ nkΨ
T ( )Φ nkΨ

F
+

 


( )Φ nkΨ

T ( )Φ nkΨ - ( )-
ΦΨ

T ( )-
ΦΨ

F
<

ε 2+ ε 2= ε （A3）

式中




( )Φ kΨ

T( )Φ kΨ - ( )Φ nkΨ
T ( )Φ nkΨ

F
< ε 2之所以成立，是因为 nk≥ k>K≥K 2。所以，由式（A3）可知，Cauchy列

{(Φ kΨ )
T(Φ kΨ ) }∞

k=1
收敛到集合Y中一点(-ΦΨ ) T (-ΦΨ )。因此，集合Y是完备的，从而也是闭集。
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