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双加权 L p范数RPCA模型及其在椒盐去噪中的应用

董惠雯，禹 晶，郭乐宁，肖创柏

（北京工业大学信息学部，北京 100124）

摘 要：鲁棒主成分分析（Robust principal component analysis，RPCA）模型中秩函数和 L0 范数的求解

是非确定性多项式（Nondeterministic polynominal，NP）难问题，凸近似模型的求解通常会导致过收缩。

本文结合加权方法和 L p范数提出了一种基于双加权 L p范数的 RPCA模型，利用加权 S p范数低秩项和

加权 L p范数稀疏项分别对 RPCA框架中的低秩恢复问题和稀疏恢复问题进行建模，使其更接近秩函数

和 L0范数最小化问题的解，提升了矩阵秩估计和稀疏估计的准确性。为了验证模型性能，本文利用图

像的非局部自相似性，结合相似图像块组的低秩性与椒盐噪声的稀疏性，将双加权 L p范数鲁棒主成分

分析模型应用于去除椒盐噪声过程中。定量与定性的实验结果表明，本文模型性能优于其他模型，同

时奇异值过收缩分析也表明本文模型能够有效抑制秩成分的过度收缩。
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Dual⁃Weighted L p ⁃Norm RPCA Model and Its Application in Salt⁃and⁃Pepper

Noise Removal

DONG Huiwen，YU Jing，GUO Lening，XIAO Chuangbai

(Faculty of Information Technology, Beijing University of Technology, Beijing 100124, China)

Abstract：The robust principal component analysis（RPCA）model aims to estimate underlying low‐rank
and sparse structures from the degraded observation data. Both the rank function and the L0‐norm
minimization in the RPCA model are nondeterministic polynominal（NP）‐hard problems，which usually are
solved by the convex approximation model，so leading to the undesirable over‐shrinkage problem. This
paper proposes a dual‐weighted L p‐norm model based RPCA model by combining the weighting method
and the L p‐norm. We use the weighted S p‐norm low‐rank term and the weighted L p‐norm sparse term to
model the low‐rank and sparse recovery problems under the RPCA framework， respectively，which
provides better approximations to the rank minimization and the L0‐norm minimization，thus improving the
accuracy of the rank estimation and the sparse estimation. To further demonstrate the performance of the
proposed model，we apply the dual‐weighted L p‐norm RPCA model to remove the salt‐and‐pepper noise
by exploiting the image nonlocal self‐similarity and combining the low rank of similar image patch matrices
and the sparsity of salt‐and‐pepper noise. Both qualitative and quantitative experiments demonstrate that
the proposed model outperforms other state‐of‐the‐art models，and the singular value over‐shrinkage
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analysis experiment also demonstrates that the model can better deal with the over‐shrinkage problem of
the rank components.
Key words: image denoising; robust principal component analysis (RPCA); low rank; sparse; nonlocal
self‐similarity

引 言

主成分分析（Principle component analysis，PCA）模型可以分离观测数据中低秩的数据结构，但是

对数据中大噪声异常敏感。文献［1‐2］提出了鲁棒主成分分析（Robust principal component analysis，
RPCA）模型，旨在分离观测数据中潜在的低秩结构与稀疏结构，对严重噪声干扰的观测数据具有鲁棒

性。RPCA模型可以应用于图像中椒盐噪声的去除［3］、监控视频背景中的前景运动目标分离［4‐6］或者人

物面部图像阴影与遮挡物的去除［7］等。

RPCA模型包含两个子问题——L0范数最小化问题（稀疏恢复）与秩函数最小化问题（低秩恢复）。

RPCA模型的求解是非确定性多项式（Nondeterministic polynominal，NP）难问题，主成分追踪（Principal
component pursuit，PCP）模型［5］是 RPCA模型最紧的凸近似，当秩或者稀疏程度超过阈值限制时，凸近

似模型将无法准确估计低秩解与稀疏解。为此，Candes等［8］提出了加权 L1范数方法，为较大的矩阵元

素分配较小的权值，抑制 L1范数的过收缩问题，提升稀疏解的准确性。Gu等提出了加权核范数最小化

模型（Weighted nuclear norm minimization，WNNM）［9］，以及基于WNNM的 RPCA模型（WNNM‐RP‐
CA）［10］，该模型利用加权核范数对秩函数进行松弛，考虑了不同秩成分的重要性，根据奇异值大小分配

权值，控制对不同秩成分的惩罚，以保留更重要的秩成分，提升了低秩解的准确性。Peng等［11］提出了一

种双加权模型，同时对 RPCA模型中的稀疏项与低秩项进行加权，并结合重加权方法在迭代算法中分

配权值。该模型能够同时提升稀疏解与低秩解的准确性。

L1范数是 L0范数最紧的凸近似，非凸的 L p范数更接近 L0范数的几何形态，p为区间 ( 0，1 )上的任意

实数。S p范数是矩阵奇异值的 L p范数，0< p< 1，与核范数相比，非凸的 S p范数更接近秩函数的几何

形态。由于这种广义的范数模型并不严格符合范数的数学定义，因此也称为伪范数或拟范数。Zhang
等［12］通过实验证明，与核范数相比，非凸的 S p范数能够更准确地对数据的低秩性进行建模。Xie等提出

了加权 S p范数最小化模型（Weighted Schatten p‐norm，WSNM）［13］，利用加权 S p范数对秩函数进行松

弛，更准确地抑制对较大奇异值的过度收缩。WSNM模型使用 L2范数建模数据保真项，能够较好地抑

制图像中的高斯噪声，但是对较大的稀疏噪声较为敏感。为此，基于 WSNM 的 RPCA模型（WS‐
NM‐RPCA）［14］利用 L1 范数约束稀疏成分；Chen等［15］提出了基于 L1 范数的 WSNM 模型（WSNM
based L1‐norm，WSNM‐L1），采用 L1范数建模数据保真项。

本文提出一种双加权 L p范数模型（Dual‐weighted L p‐norm，DWLP），同时提升了矩阵秩估计和稀

疏估计的准确性。该算法结合加权算法与 L p范数，利用加权 S p范数低秩项和加权 L p范数稀疏项分别

对 RPCA框架中的低秩恢复问题和稀疏恢复问题进行建模，使其更接近秩函数最小化问题和 L0范数最

小化问题的解，有效抑制凸近似模型的过度收缩。结合图像的非局部自相似性，通过构建相似图像块

组，将双加权 L p范数模型应用于椒盐噪声的去除中，估计低秩的图像结构与稀疏的椒盐噪声，从稀疏噪

声中分离低秩的图像结构，从而恢复或重建原始的无噪图像。

1 RPCA模型

RPCA模型旨在利用数据矩阵的低秩性和误差矩阵的稀疏性，从稀疏的误差中恢复出本质上低秩
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的数据矩阵。假设观测数据矩阵为 X ∈ Rm× n，低秩矩阵为 L∈ Rm× n，稀疏矩阵为 S∈ Rm× n，RPCA模型

定义为

min
L，S
rank (L) + λ S 0 s.t.L+ S= X （1）

式中：rank (L)为矩阵的秩函数，定义为矩阵中非 0奇异值的个数，约束矩阵的低秩性； S 0约束误差数

据的稀疏程度，这里借用 L0范数描述矩阵的稀疏性；λ> 0为正则化参数。

由于秩函数 rank (L)与 L0范数的求解是 NP难问题，通常用核范数对 rank (L)进行凸松弛，用 L1范
数对 L0范数进行凸松弛，将 RPCA模型转换为求解如下的凸优化问题，通过最小化 L1范数与核范数的

组合分解矩阵［1，2，5，16］，即

min
L，S

 L *
+ λ S 1 s.t.L+ S= X （2）

式中： L *
为矩阵 L的核范数，定义为矩阵奇异值之和，即  L *

= ∑
i= 1

r

σi ( L )，r=min (m，n )，σi ( L )为矩

阵 L的第 i个奇异值； S 1为矩阵 S的 L1范数，定义为矩阵元素之和，即 S 1 = ∑
i= 1

m

∑
j= 1

n

|| si，j ，si，j表示矩阵

S中的元素；λ> 0为正则化参数。RPCA的凸近似模型也称为主成分追踪（Principal component pursuit，
PCP），记 为 PCP 模 型 ，当 λ= C 0 t1，t1 = min (m，n )，C 0 为 正 常 数 ，低 秩 矩 阵 的 秩 rank (L) ≤

Ο ( t2/log ( t1 )-1 )，t2 = max (m，n )，以及稀疏矩阵满足  S 0 ≤ Ο (mn )时，PCP模型将以高于 1- Ο ( t-101 )

的概率准确地恢复 L和 S［2］。显然，PCP模型对低秩性与稀疏性的要求是严格的。

PCP模型通过 L1范数约束稀疏成分 S的稀疏性与低秩成分 L的低秩性，通常使用软阈值算子近似

求解 L1范数最小化问题［17］，使用奇异值软阈值算子近似求解核范数最小化问题［18］。凸近似模型容易

导致过收缩问题，影响解的准确性。软阈值算子以 λ为阈值，对每一个满足 |xi，j |> λ的元素惩罚相同的

λ，当 |xi，j |小于阈值时，输出的最优解 si，j= 0。绝对值较大的矩阵元素在 L1范数最小化问题中会受到比

L0范数更大的惩罚，导致过收缩问题，影响稀疏解的准确性。矩阵的秩函数等价于奇异值的 L0范数，矩

阵的核范数等价于奇异值的 L1范数。核范数最小化问题利用奇异值软阈值算子求解，也会造成对矩阵

中较大奇异值的过度收缩。矩阵的奇异值隐含着重要的成分信息，且重要性和奇异值大小正相关。奇

异值的过度收缩会影响低秩矩阵的重建，降低低秩解的准确性。

Gu等［10］提出了基于WNNM的 RPCA模型WNNM‐RPCA，即

min
L，S

 L
Ω，*
+ λ S 1 s.t.L+ S= X （3）

式中：低秩项  L
Ω，*
= ∑

i= 1

r

ωi σi ( L )，权值对角矩阵 Ω= diag (ω 1，ω 2，…，ωr )，第 i个奇异值的权值定义为

ωi= 1/( σi (L) + ϵ )，ϵ为趋近于 0的常数。加权核范数通过设置权值与矩阵奇异值成反比，抑制核范数

对较大奇异值的过度收缩，保护重要的秩成分，并且约束了权值的递增顺序。令矩阵 L的奇异值按照递

减顺序排列，保证了算法的有效性［19］。

Xie等［14］利用 S p范数代替核范数对秩函数进行松弛，并结合加权方法，提出了基于WSNM的 RP‐
CA模型WSNM‐RPCA，即

min
L，S

 L p

Ω，Sp
+ λ S 1 s.t.L+ S= X （4）

式中低秩项 L p

Ω，Sp
= ∑

i= 1

r

ωi σi ( L )p。与凸近似的核范数相比，非凸的 S p范数更接近秩函数的几何形态，
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WSNM‐RPCA采用广义软阈值算子（Generalized shrinkage thresholding，GST）［20］近似计算 S p 范数最

小化问题的数值解。

Peng等［11］同时对 RPCA模型中的稀疏项与低秩项进行加权，提出了双加权模型，即

min
L，S

 L
Ω，*
+ λ W⊙S

1
s.t.L+ S= X （5）

式中：低秩项  L
Ω，*
= ∑

i= 1

r

ωi σi ( L )；稀疏项  W⊙S
1
= ∑

i= 1

m

∑
j= 1

n

wi，j |si，j |，si，j表示矩阵 S中的元素，权值矩

阵W ∈ Rm× n，si，j的权值定义为 ωi，j= 1/( |si，j |+ ϵ )。为了更准确地估计权值，Peng等［11］提出了一种迭代

分配权值的重加权方法，根据上一次迭代的估计结果计算当前迭代所需要的权值。

2 双加权 L p范数RPCA模型

为了解决凸近似模型对稀疏解与低秩解的过度收缩，现有的方法提出了多种改进的 RPCA模型，

对 L0范数和秩函数 rank ( ⋅ )进行松弛。本文提出了一个广义的 RPCA框架——双加权 L p范数 RPCA
模型DWLP，利用加权 L p范数和加权 S p范数［13］分别对 RPCA模型中的稀疏项和低秩项进行建模。

2. 1 模型的建立

在 RPCA框架下，DWLP模型利用加权 L p范数最小化模型估计稀疏恢复问题，利用WSNM模型估

计低秩恢复问题。DWLP模型定义如下

min
L，S

 L p

Ω，Sp
+ λ W⊙S

q

q
s.t.L+ S= X （6）

式中：稀疏项 W⊙S
q

q
= ∑

i= 1

m

∑
j= 1

n

wi，j |si，j |q。

加权 L p范数通过为较大的矩阵元素分配较小的权值，控制对较大元素的惩罚力度，削弱元素值对

矩阵稀疏性的影响，并采用非凸的 L p范数近似 L0范数的几何形态，能够有效抑制过收缩问题，更准确

地估计稀疏解。加权 S p范数根据奇异值大小分配权值，削弱对较大奇异值的惩罚，保护更重要的秩成

分，并利用非凸的 S p范数近似秩函数的几何形态，提高了低秩解的准确性。因此，DWLP模型利用加权

方法与 L p范数约束目标函数中的低秩成分与稀疏成分，有效抑制过收缩问题，增强了稀疏矩阵 S的稀

疏性与低秩矩阵 L的低秩性。

DWLP模型可以看作是一种广义的低秩‐稀疏分解模型，目前用于近似 RPCA模型的 PCP模型［5］、

WNNM‐RPCA模型［10］、WSNM‐RPCA［14］模型和 Peng等提出的双加权模型［11］均是 DWLP模型的特殊

情况：

（1）当式（6）中Ω和 S权值 ωi= wi= 1并且 p= q= 1时，DWLP模型退化为 PCP模型；

（2）当式（6）中 S的权值wi= 1并且 p= q= 1时，DWLP模型退化为WNNM‐RPCA模型；

（3）当式（6）中 S的权值wi= 1并且 q= 1时，DWLP模型退化为WSNM‐RPCA模型；

（4）Peng等［11］提出的模型是 DWLP模型在 p= q= 1时的特殊情况，本文将其简写为 DWLP（p=
q= 1）。

与仅处理低秩解过收缩的WNNM‐RPCA模型和WSNM‐RPCA模型，以及基于 L1范数的双加权

模型相比，本文模型能够更有效地抑制凸近似模型的过收缩问题。

2. 2 模型的求解

DWLP是非凸问题，无法直接求解。将式（6）写为增广拉格朗日形式为
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arg min
L，S，Z，μ

λl  L p

Ω，Sp
+λs  W⊙S

q

q
+ Z，X - L- S + μ

2  X - L- S
2

F （7）

式中：⋅，⋅ 表示内积运算；Z为拉格朗日乘子；μ为惩罚系数；λl> 0为低秩正则化参数；λs> 0为稀疏正

则化参数。

本文利用交替方向乘子法（Alternating direction method of multipliers，ADMM）求解式（7）［21］，通过

交替迭代的方式更新 L、S、Z和 μ为

ì

í

î

ï

ï

ï
ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï
ï
ïï
ï
ï

Ŝk+ 1 = arg min
S
λs  W k⨀S q

q
+ μk

2








X + Z k

μk
- L k- S

2

F

L̂ k+ 1 = arg min
L
λl  L p

Ω k，Sp
+ μk

2








X + Z k

μk
- Sk+ 1- L

2

F

Ẑ k+ 1 = Z k+ μk ( X - L̂ k+ 1- Ŝk+ 1 )
μ̂k+ 1 = ρμk

（8）

式中 k为迭代次数。稀疏矩阵 S和低秩矩阵 L估计是两个独立子问题，以下是具体求解过程。

（1）固定 L和 Z，估计稀疏矩阵 S为

Ŝk+ 1 = arg min
S
λs  W k⨀S q

q
+ μk

2








X + Z k

μk
- L k- S

2

F

（9）

令 F k= X + Z k/μk- L k，Φ k= λsW k/μk，将式（9）写为

Ŝk+ 1 = arg min
S

 Φ k⨀S q

q
+ 1
2  S- F k 2

F
（10）

为了便于求解，将式（10）拆解为关于分量 ŝk+ 1i，j 的子问题为

ŝk+ 1 = arg min
s

1
2 ( s- f k )2 + ϕk | s | q （11）

式中：ŝk+ 1、f k和 ϕk分别为矩阵 Ŝk+ 1、F k和Φ k中的元素，为了方便描述，这里省略了下标 i，j。由于当前迭

代中的 s是未知量，因此需要使用上一次迭代结果计算权值 wk= 1/( |ŝk |+ ϵ )，且 ϕk= λswk/μk，其中 wk

和 ŝk分别为权值矩阵W k和上一次迭代估计的稀疏矩阵 Ŝk中的元素。

式（11）是 L p范数最小化问题，本文利用 Chartrand等提出的 p‐shrinkage算子近似计算 L p范数最小

化问题的闭合解［22‐23］为

ŝk+ 1 = sgn ( f k ) max ( 0，| f k |- ϕk | f k | q- 1 ) （12）

（2）固定 S和 Z，估计低秩矩阵 L为

L̂ k+ 1 = arg min
L
λl  L p

Ω k，Sp
+ μk

2








X + Z k

μk
- Sk+ 1- L

2

F

（13）

令 T k= X + Z k/μk- Sk+ 1，Ψ k= λlΩ k/μk，将式（13）写为

L̂ k+ 1 = arg min
L

 L p

Ψ k，Sp
+ 1
2  L- T k 2

F
（14）

T k的奇异值分解为 T k= UΣ kV T，奇异值对角矩阵 Σ k= diag ( σk1，σk2，…，σkr )，其中，i= 1，2，…，r，σki
为 T k 的 第 i 个 奇 异 值 。 低 秩 矩 阵 L̂ k+ 1 的 奇 异 值 分 解 为 L̂ k+ 1 = UΔ̂k+ 1V T，Δ̂k+ 1 =
diag ( δ̂ k+ 11 ，δ̂ k+ 12 ，…，δ̂ k+ 1r )，L̂ k+ 1的第 i个奇异值为
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δ̂ i k+ 1 = arg minδi
1
2 ( δi- σ ki )2 + ψ ki δpi （15）

式中 ψ ki 为矩阵Ψ k对角线上的元素。由于当前迭代中的 δi是未知量，因此使用上一次迭代结果计算权

值 ωk
i = 1/( δ̂ i k+ ϵ )，进一步计算 ψk= λlωk

i /μk，其中 ωk
i 为权值矩阵Ω k对角线上的元素，δ̂ ki 为奇异值矩阵

Δ̂k中的第 i个奇异值，L̂ k= UΔ̂kV T，L̂ k为上一次迭代估计的低秩矩阵解。

本文仍利用 p‐shrinkage算子近似计算式（15）中 L p范数最小化问题，其闭合解为

δ̂ i k+ 1 = max ( 0，σ ki - ψ ki ( σ ki )p- 1 ) （16）

3 实验结果与分析

本文利用图像的非局部自相似性构建相似图像块组，将 DWLP模型应用于椒盐噪声的去除，通过

在不同椒盐噪声水平下的去噪实验验证本文DWLP模型的有效性。

3. 1 DWLP模型在椒盐去噪中的应用

椒盐噪声是一种常见的稀疏噪声，主要源于电荷耦合器件的坏点或远距离传输的脉冲干扰。脉冲

干扰通常比图像信号的强度大，在图像中脉冲噪声总是数字化为最小值或最大值。基于双加权 L p范数

的椒盐去噪算法主要包括以下 3个步骤：（1）利用预处理图像匹配相似图像块，生成相似图像块组；（2）
利用DWLP模型对相似图像块组进行低秩‐稀疏分解；（3）聚合图像块，输出去噪重建图像。

首先，为减少椒盐噪声对相似块匹配的干扰，采用中值滤波处理观测图像 I ∈ Rm× n，生成预处理图

像 I'。在观测图像与预处理图像中以 c× c为图像块尺寸，s为步长（即每相隔 s个像素抽取一个图像

块），进行图像块划分。在预处理图像中计算第 i个图像块与其他图像块间的欧氏距离，并在观测图像

中 取 出 欧 氏 距 离 最 小 的 K 个 图 像 块 ，经 过 向 量 化 表 示 ，构 成 相 似 图 像 块 组 X i=

{x i，1，x i，2，…，x i，K} ∈ R c2 × K，x i，j表示第 i个图像块的第 j个相似图像块，其中 j= 1，2，…，K。

其次，将相似图像块组 X i作为 DWLP模型的输入，利用 2.2节中的求解方法估计 X i中的低秩图像

成分 L̂ i与稀疏噪声成分 Ŝ i。

最后，抽取矩阵 L̂ i的第一列元素作为第 i个图像块的去噪图像块。将重建的去噪图像块按照其在

观测图像中的位置放回，并对图像块之间的重叠区域取平均，输出一幅去噪重建图像 Î。

3. 2 定量与定性比较

本文实验在 Set12、Kadak24以及 BSD200等数据集中随机选取 10幅分辨率为 256像素× 256像素

的灰度图像作为测试图像（图 1），并通过加入不同水平的椒盐噪声，生成有噪的观测图像。

图 1 测试图像

Fig.1 Test images
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将本文模型与 PCP模型［5］、WNNM‐RPCA模型［10］、WSNM‐RPCA模型［14］、DWLP（p= q= 1）模

型［11］，以及WSNM‐L1模型［15］进行比较。同时采用峰值信噪比（Peak signal to noise ratio，PSNR）［24］和

结构相似度（Structural similarity index metric，SSIM）［25］作为客观质量评价指标。PSNR值和 SSIM值

越大，表示图像失真度越小，去噪图像质量越好。

表 1定量比较了不同椒盐噪声概率 P情况下各种方法的去噪结果。在 10%椒盐噪声概率的情况

下，DWLP模型的 PSNR值分别高出 PCP、WNNM‐RPCA、WSNM‐RPCA、WSNM‐L1 和 DWLP（p=
q= 1）约 7.880、7.300、7.029、8.817和 0.269 dB；而在 30%椒盐噪声概率的情况下，DWLP模型的 PSNR
值 分 别 高 出 PCP、WNNM‐RPCA、WSNM‐RPCA、WSNM‐L1 和 DWLP（p= q= 1）约 3.833、3.847、
3.667、4.869和 0.456 dB。通过实验可得出结论：首先，强度较大的椒盐噪声破坏了稀疏先验与图像低

秩性，PCP模型的复原性能较差；其次，DWLP模型的 PSNR和 SSIM均高于其他模型的平均水平，表明

使用加权 L p范数同时处理低秩成分与稀疏成分能够更准确地重建图像的低秩结构；最后，随着噪声水

平的增加，当椒盐噪声概率达到 50%时，噪声的稀疏性降低，DWLP模型中 p和 q的取值接近于 1，
DWLP（p= q= 1）与DWLP的客观评价指标相当。

表 1 不同椒盐噪声概率情况下各种去噪方法的 PSNR/SSIM比较

Table 1 Comparison of different denoising methods under different salt⁃and⁃pepper probabilities in terms of

PSNR/SSIM

Couple

Elaine

Flower

Goldhill

10
20
30
40
50
10
20
30
40
50
10
20
30
40
50
10
20
30

27.046（0.838）
26.342（0.810）
24.503（0.669）
23.431（0.650）
19.599（0.341）
31.641（0.928）
30.348（0.909）
28.423（0.880）
25.538（0.749）
19.652（0.630）
28.659（0.856）
27.938（0.835）
27.113（0.811）
25.782（0.739）
22.185（0.407）
29.419（0.857）
28.637（0.836）
27.428（0.793）

27.691（0.801）
26.031（0.736）
24.408（0.649）
23.770（0.610）
23.284（0.708）
32.165（0.890）
30.238（0.858）
28.443（0.822）
26.596（0.772）
24.912（0.768）
28.882（0.821）
27.461（0.775）
26.284（0.730）
25.675（0.709）
25.252（0.539）
29.294（0.799）
28.002（0.753）
26.556（0.693）

28.004（0.812）
26.294（0.748）
24.641（0.662）
23.810（0.614）
23.531（0.707）
32.462（0.896）
30.480（0.864）
28.652（0.825）
27.030（0.793）
26.167（0.768）
29.223（0.831）
27.673（0.782）
26.433（0.737）
25.600（0.701）
25.316（0.546）
29.575（0.809）
28.158（0.759）
26.687（0.696）

26.452（0.735）
25.080（0.673）
23.907（0.612）
22.621（0.514）
21.065（0.416）
30.163（0.859）
28.636（0.808）
27.145（0.755）
25.175（0.689）
22.908（0.565）
27.954（0.776）
26.592（0.743）
25.384（0.666）
24.230（0.617）
22.512（0.500）
27.753（0.744）
26.792（0.699）
25.632（0.631）

34.595（0.978）
30.957（0.943）
28.026（0.878）
26.107（0.792）
22.894（0.715）

40.470（0.989）
36.629（0.971）

33.405（0.951）

30.126（0.897）
26.986（0.809）

35.874（0.976）
31.770（0.939）
28.993（0.876）
27.526（0.810）
25.639（0.729）

36.405（0.977）
33.101（0.944）

29.486（0.865）

35.026（0.980）

31.571（0.957）

28.771（0.914）

26.573（0.843）

22.946（0.714）
40.473（（0.990））

36.381（0.970）
33.455（0.948）
30.710（0.920）

26.973（0.808）
36.127（0.977）

31.776（0.945）

29.291（0.905）

28.027（0.854）

25.626（0.727）
37.022（0.978）

32.869（0.941）
30.302（0.895）

图像 P/%
PSNR/dB（SSIM）

PCP
WNNM‐
RPCA

WSNM‐
RPCA

WSNM‐L1
DWLP

(p= q= 1)
DWLP
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House

Lin

Monarch

Pentagon

Plants

Tank

40
50
10
20
30
40
50
10
20
30
40
50
10
20
30
40
50
10
20
30
40
50
10
20
30
40
50
10
20
30
40
50

24.787（0.687）
20.598（0.529）
32.004（0.926）
30.292（0.908）
28.876（0.881）
24.827（0.692）
18.712（0.475）
29.190（0.908）
28.605（0.897）
27.217（0.875）
25.425（0.780）
20.945（0.357）
25.304（0.889）
24.514（0.869）
22.836（0.729）
21.339（0.730）
18.791（0.501）
26.784（0.805）
25.839（0.773）
24.149（0.725）
22.344（0.621）
18.583（0.504）
31.829（0.882）
31.085（0.877）
29.241（0.871）
28.185（0.820）
24.635（0.434）
32.215（0.859）
31.674（0.841）
30.054（0.813）
27.574（0.673）
20.841（0.409）

25.400（0.654）
24.623（0.697）
33.223（0.891）
31.366（0.875）
29.509（0.851）
27.900（0.787）
24.305（0.767）

30.761（0.888）
29.512（0.866）
27.803（0.833）
26.108（0.800）
24.684（0.610）
28.272（0.897）
26.377（0.860）
24.269（0.806）
22.980（0.763）
22.351（0.745）
27.130（0.767）
25.510（0.691）
23.965（0.603）
23.035（0.679）
22.344（0.558）
31.809（0.866）
30.664（0.840）
28.894（0.795）
28.169（0.783）
27.834（0.723）
30.749（0.765）
30.122（0.748）
29.566（0.731）
29.122（0.720）
28.837（0.591）

25.921（0.673）
25.433（0.736）

33.415（0.893）
31.432（0.875）
29.769（0.855）
27.917（0.820）
26.367（0.750）
31.004（0.893）
29.538（0.868）
27.926（0.835）
26.152（0.802）
25.111（0.751）
28.616（0.903）
26.549（0.864）
24.468（0.811）
23.218（0.770）
22.340（0.745）
27.408（0.783）
25.661（0.703）
24.175（0.616）
22.957（0.656）
22.566（0.554）
32.058（0.872）
30.883（0.844）
29.113（0.801）
28.023（0.775）
27.780（0.766）
30.914（0.770）
30.231（0.751）
29.640（0.733）
29.188（0.720）
28.838（0.603）

24.117（0.558）
22.299（0.464）
30.881（0.851）
29.838（0.825）
28.150（0.789）
25.971（0.712）
23.184（0.530）
28.339（0.817）
26.722（0.745）
26.184（0.709）
23.714（0.612）
21.248（0.457）
26.726（0.822）
25.160（0.811）
23.611（0.732）
22.223（0.664）
20.509（0.561）
26.021（0.728）
24.292（0.627）
23.164（0.560）
21.947（0.488）
20.535（0.401）
30.466（0.836）
29.055（0.782）
27.733（0.719）
25.915（0.655）
23.609（0.507）
30.047（0.722）
29.490（0.699）
28.567（0.659）
27.289（0.603）
25.865（0.625）

28.067（0.807）
25.125（0.653）
40.794（0.989）
36.789（0.973）
33.284（0.944）
30.109（0.884）
25.566（0.702）
35.554（0.975）
33.034（0.948）
30.836（0.927）

27.990（0.878）

25.486（0.752）
33.349（0.980）

29.566（0.949）
26.042（0.891）
24.090（0.824）
22.369（0.754）
34.232（0.969）
30.437（0.923）
27.990（0.859）
25.327（0.738）
22.753（0.590）

39.231（0.987）
35.373（0.968）
32.862（0.935）
30.415（0.882）
28.374（0.809）

39.777（0.978）
35.896（0.943）
32.682（0.883）
30.555（0.791）
28.911（0.679）

28.684（0.846）

25.200（0.683）
41.242（0.990）

37.188（0.978）

33.893（0.955）

31.038（0.920）

25.623（0.707）
35.815（0.980）

33.044（0.961）

30.583（0.910）
27.226（0.865）
25.510（0.755）

33.366（0.980）

29.531（0.953）

26.389（0.917）

24.322（0.875）

22.108（0.776）

34.757（0.975）

31.201（0.943）

28.926（0.903）

26.132（0.810）

22.768（0.586）
39.344（0.989）

36.092（0.975）

33.347（0.943）

30.904（0.904）

28.358（0.808）
39.799（0.980）

35.920（0.953）

33.212（0.912）

31.937（0.863）

28.949（0.689）

续表

图像 P/%
PSNR/dB（SSIM）

PCP
WNNM‐
RPCA

WSNM‐
RPCA

WSNM‐L1
DWLP

(p= q= 1)
DWLP

图 2~4为 10%、30%与 50%的椒盐噪声强度下各种方法在图像 Plants、House和Monarch上的去

噪结果。图 2~4中的（a）为真实无噪图像，（b）为不同噪声水平下的观测图像，（c~h）分别为 PCP［5］、
WNNM‐RPCA［10］、WSNM‐RPCA［14］、WSNM‐L1［15］、DWLP（p= q= 1）［11］和 DWLP模型的去噪图像。
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图中红色框部分为绿色框部分的放大视图。通过观察图 2中红色框部分对植物枝叶的放大视图，可以

发现图 2（g）中的 DWLP（p= q= 1）和图 2（h）中的 DWLP能够清晰地重建图像中植物的枝叶部分，而

其他算法均造成了一定程度的失真与模糊。DWLP和 DWLP（p= q= 1）能够同时提升对模型低秩项

与稀疏项的估计，有助于更准确地重构图像的低秩结构。与 DWLP（p= q= 1）相比，DWLP的去噪图

像不仅具有更高的 PSNR和 SSIM值，而且保留了更多的细节，对植物枝叶区域的复原情况更接近真值

图像。通过观察图 3中红色框部分对窗口墙体的放大视图，发现仅有 DWLP的去噪图像能够较为清晰

地重建图像中的窗棂结构和砖墙纹理，而其他方法均产生了不同程度的模糊或者噪声残留。通过观察

图 4中红色框部分对翅膀纹理区域的放大视图，可以发现高密度噪声对观测图像中的纹理细节损毁严

重，与其他去噪方法相比，本文算法能够更好地保持蝴蝶翅纹的细节。

上述实验结果表明，本文算法不仅具有较高的 PSNR和 SSIM值，而且具有更清晰的视觉效果，能

图 2 Plants图像去噪结果（10%椒盐噪声）

Fig.2 Denoised results on image Plants (10% salt‐and‐pepper noise)

图 3 House图像去噪结果（30%椒盐噪声）

Fig.3 Denoised results on image House (30% salt‐and‐pepper noise)
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够有效地保持图像细节，与 PCP、WNNM‐RPCA、WSNM‐RPCA、WSNM‐L1和DWLP（p= q= 1）算法

相比具有更好的去噪性能。

同时，本文模型也具有相对较低的时间复杂度。本文采用了具有闭合解的 p‐shrinkage算子估计 L p
范数最小化问题的闭合解，与采用迭代方式估计数值解的WSNM‐RPCA与包含重加权运算的 DWLP

（p= q= 1）相比，减少了大量的迭代计算。DWLP模型的时间复杂度为 Ο ( min { c4K，K 2 c2} + 3c2K+
1)，与WNNM‐RPCA模型和 PCP模型的时间复杂度相同。

3. 3 奇异值过收缩分析

采用凸近似方法求解 RPCA模型容易导致过收缩问题，影响对相似图像块组奇异值的估计。矩阵

奇异值越接近真实值，对低秩图像成分的估计越准确，去噪重建图像的质量越高。本节将通过两组矩

阵奇异值分解实验分析 RPCA框架下的去噪模型对图像低秩结构的估计情况。

图 5（a）和（c）为 10%椒盐噪声下的 Goldhill图像和 30%椒盐噪声下的 Barbara图像，利用红色框标

记的图像块以及绿色框标记的相似图像块可以组成一个相似图像块组，在两幅观测图像中随机选择 10
个相似图像块组作为观测数据，每个观测矩阵中包含 64个 8像素× 8像素的相似图像块，分别使用 PCP
模型［5］、WNNM‐RPCA模型［10］、WSNM‐RPCA［14］模型、双加权模型（DWLP（p= q= 1））［11］与 DWLP

模型估计观测矩阵的奇异值。图 5（b）和（d）为不同模型复原结果的奇异值分布情况。其中，PCP模型

（绿色线）的结果明显小于矩阵秩的真实情况（红色线），说明 PCP模型会过度收缩矩阵的奇异值。WN‐
NM‐RPCA模型（蓝色线）一定程度上抑制了对较大奇异值的过度收缩，对秩成分的估计较为准确。而

结合 S p范数的WSNM‐RPCA模型（青色线）的结果则更贴近矩阵秩的真实情况，说明 S p范数方法具有

更好的近似效果。DWLP（p= q= 1）模型（黄色线）与 DWLP模型（品红色线）可以同时处理对低秩成

分与稀疏成分的过收缩问题，复原结果明显优于WNNM‐RPCA模型。与 DWLP（p= q= 1）模型相

比，DWLP模型对较小奇异值的估计更接近真实情况，获得了更准确的估计结果。实验结果表明，本文

模型与其他模型相比，能够更有效地抑制过收缩问题，准确地估计观测矩阵的奇异值。

图 4 Monarch图像去噪结果（50%椒盐噪声）

Fig.4 Denoised results on image Monarch (50% salt‐and‐pepper noise)
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3. 4 参数影响的分析

本文算法经验地设置图像块的尺寸为 8像素× 8像素，抽取步长为 4像素，相似图像块的数量 K为

64；而稀疏约束 L p范数中的 q、低秩约束 S p范数中的 p、正则化参数 λs和 λl，以及 ADMM算法中的最大

迭代次数Kmax等参数通过参数实验确定。

在稀疏约束 L p范数中的 q与低秩约束 S p范数中的 p的参数实验中，p和 q的取值范围均为 0.1~1，
采样间隔为 0.1。图 6（a，b）分别为椒盐噪声概率 P= 10%和 P= 30%的情况下，p和 q的取值对复原结

图 5 低秩矩阵的奇异值分析

Fig.5 Singular value analysis of low rank matrices

图 6 不同椒盐噪声概率下 p和 q的取值对复原结果的影响

Fig.6 Influence of different values of p and q on the recovery results under different salt-and‐pepper probabilities
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果的影响。此外，分析了稀疏和低秩正则化参数 λs和 λl的参数实验，将低秩项的正则化参数 λl设置为

0.1，图 7（a，b）所示为椒盐噪声概率 P= 10%和 P= 30%的情况下 λs的取值对复原结果的影响。表 2
给出了椒盐噪声概率分别为 10%、20%、30%、40%和 50%的情况下稀疏约束 L p范数中的 q、低秩约束

S p范数中的 p以及正则化参数 λs的取值。

最大迭代次数Kmax是与算法收敛性相关的参数。由于DWLP是非凸模型，难以从理论上证明算法

的全局收敛性。因此，本文通过实验分析迭代次数对复原结果的影响。如图 8所示，当迭代次数分别达

到 5、10、15、20、25、30、35和 40时，算法的平均 PSNR值为 20.84、27.87、31.35、32.67、33.33、33.39、33.40
和 33.39 dB。通过观察发现，当迭代次数大于 30时，PSNR值的增量变得很小，算法趋于收敛。因此，本

文取Kmax = 30以避免不必要的迭代计算。

4 结束语

为了抑制 L1范数的过收缩问题，结合加权算法与非凸的 L p范数，本文提出了双加权 L p范数 RPCA
模型 DWLP，在 RPCA框架下利用加权 L p范数和加权 S p范数建模稀疏恢复问题和低秩恢复问题，并采

用 ADMM算法结合 p‐shrinkage算子进行求解。将该模型应用于椒盐噪声的去除实验，结果验证了本

文模型的有效性，并通过奇异值过收缩分析说明了该模型的解更接近秩函数最小化问题的解和 L0范数

最小化问题的解，有效抑制凸近似模型的过收缩问题。

图 7 不同椒盐噪声概率下 λs的取值对复原结果的影响

Fig.7 Influence of different values of λs on the recovery results under different salt-and‐pepper probabilities

图 8 最大迭代次数对复原结果的影响

Fig.8 Influence of the maximum number of iterations

表 2 不同椒盐噪声概率情况下的参数设置

Table 2 Parameter setting with different salt ⁃

and⁃pepper probabilities

参数

p

q

λs

P/%
10
0.651
0.340
0.016

20
0.765
0.393
0.013

30
0.800
0.419
0.010

40
0.905
0.570
0.009

50
0.916
0.595
0.007
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