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基于 SAOR的Massive MIMO系统信号检测算法
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摘 要：大规模多输入多输出（Massive multiple input multiple output，Massive MIMO）系统采用最小均

方误差（Minimum mean square error，MMSE）接收检测方法时存在矩阵求逆复杂度高的问题，已有较多

降低复杂度的研究。在降低检测算法复杂度的同时，如何提高算法收敛速度和检测性能一直是人们关

注的焦点。本文将对称加速超松弛（Symmetric accelerated over‑relaxation，SAOR）迭代算法应用于

Massive MIMO系统信号检测中，避免了复杂的矩阵求逆计算，实现了复杂度较最小均方误差算法降低

了一个数量级。仿真结果表明，基于 SAOR的检测方法通过较少的迭代次数就能逼近最小均方误差

（Minimum mean square error，MMSE）算法的检测性能，为Massive MIMO系统中接收信号的快速检测

提供了较好的实现方法。

关键词：大规模多输入多输出；最小均方误差；对称加速超松弛；矩阵求逆

中图分类号：TN929.5 文献标志码：A
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Abstract：The minimum mean square error（MMSE） detection method in the massive multiple input
multiple output（MIMO）system has a problem that the matrix inversion complexity is too high. In recent
years，there have been many studies to reduce the complexity. How to improve the convergence speed and
detection performance of the algorithm while reducing the complexity of the detection algorithm has always
been the focus of attention. The symmetric accelerated over‑relaxation（SAOR） iterative algorithm is
applied to the signal detection of massive MIMO systems，which avoids complicated matrix inversion
calculation，and the implementation complexity is reduced by an order of magnitude compared with the
MMSE method. The simulation results show that the SAOR‑based detection method can approach the
detection performance of the MMSE algorithm with fewer iterations， which provides a better
implementation method for the fast detection of received signals in massive MIMO systems.
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引 言

大规模多输入多输出（Massive multiple input multiple output, Massive MIMO）技术作为一种新型

MIMO技术，随着不断增加的天线规模，信号处理算法实现的复杂度也在不断增高，如何降低信号处理

算法的复杂度成为Massive MIMO无线通信技术的一大研究课题 [1‑2]。在信号检测算法中，最小均方误

差 (Minimum mean square error,MMSE)算法能够取得近似最优的检测性能。然而MMSE算法需要处

理复杂的矩阵求逆 (W -1)运算，复杂度高达 O(K3)，K表示系统用户个数。近年来，大量文献 [3‑10]提出了

基于MMSE算法的优化算法，可大致分为近似法和迭代法两类。

近似法是一种先得到W -1 的近似值，再判决出发送矢量的信号检测方法。文献 [3]和文献 [4]提出

了将W -1通过诺伊曼级数(Neumann series,NS)展开成多项式的近似方法。对于这种算法，当选取较少

的展开项数时，虽然复杂度有所降低，但是检测性能会有所损失。当展开项数大于 2时，计算复杂度依

然很高，甚至超过了计算W -1 的复杂度。文献 [5]和文献 [6]提出了利用 Newton迭代算法近似计算

W -1，再恢复原始信号。当迭代次数大于 2时，这种算法计算复杂度仍然很高。

文献 [7‑10]提出了几种基于求解线性方程组的迭代算法，其中，对称逐次超松弛 (Symmetric succes‑
sive over‑relaxation, SSOR)迭代算法 [10]性能较优。相比于近似法，SSOR迭代算法虽然复杂度始终保

持在较低的数量级O(K2)上，但收敛速度较慢，在信道不理想的情况下难以实现理想的检测性能。

针对上述问题，本文将收敛速度较快的 SAOR迭代算法 [11]应用到Massive MIMO信号检测中，提出

了基于 SAOR迭代的系统信号检测算法。该算法不直接计算用户发送的信号矢量，而是通过 SAOR迭

代算法求解线性方程组，逐步得到逼近发送矢量的近似序列，从而避免计算复杂的W -1，大大降低了算

法复杂度。本文还给出了 SAOR迭代算法的收敛条件、局部最优解、初始值的选取以及复杂度分析。

仿真结果表明，通过选取合适的参数和初值，本文提出的检测算法实现了更好的误码率性能，并保证了

算法逼近MMSE检测性能的收敛速度。

1 系统模型

本文考虑Massive MIMO系统上行链路。假设 xi ∈ Q是第 i个用户发送的符号向量，故 K个用户

发送的 K×1维符号向量可表示为 x=[ x1,x2,⋯,xK ]T，其中 1 ≤ i≤ K，Q表示调制字母表。基站端接

收到的信号矢量可表示为 [3]

y= Hx+ n (1)
式中，n是N × 1维加性高斯白噪声向量，且服从 CN (0，σ 2)分布。H ∈ CN × K是信道矩阵，N是基站天

线数。

MMSE检测算法 [3]就是从基站端天线接收到的信号向量 y估计出用户端发送的信号矢量 x，得到估

计值 x̂为

x̂=( H HH + σ 2 I )-1H H y=W -1 ŷ，Wx̂= ŷ (2)
式中，I是单位矩阵，H H是H的对称转置矩阵，ŷ= H H y是 y的匹配滤波输出。由式（2）可知

W = G+ σ 2 I (3)
式中，G= H HH是格拉姆矩阵。由文献[3]可知，直接计算W -1的复杂度高达O (K 3)。

2 基于 SAOR迭代的信号检测算法

2. 1 SAOR迭代算法流程

本节将 SAOR迭代算法应用到信号检测算法中，通过详尽的算法推导，最终得到了收敛速度较快
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的基于 SAOR检测算法的表达式。

将线性迭代法应用到信号检测中，不需要直接计算出发送信号的精确解，而是通过求解线性方程

组得到一个个近似序列来逐步逼近用户发送的信号矢量，避免了计算复杂的W -1，从而达到降低复杂

度的目的。首先，将式（2）中的Wx̂= ŷ转换为一个关于 x̂线性方程 x͂= φ ( x̂)。其中，φ ( x̂)是 x͂的线性

函数，形如：φ ( x̂) = Bx̂+ f，B和 f分别表示的是迭代矩阵和常向量 [12]。因此，算法的迭代格式可以表

示为

x t+ 1 = Bx t+ f (4)
式中 t= 0,1,2,⋯为迭代次数。考虑线性方程组Wx̂= ŷ，其中W =(wij )wij K × K，ŷ=( ŷ1,ŷ2,⋯,ŷK )，
wij是W的第 j列第 i行元素，K则是用户个数，i,j= 1,2,⋯,K，对照式（4）得到迭代格式为

xt+ 1i = 1
wii
∑

j= 1,j≠ i

K

（-wij xtj）+
1
wii

ŷ i (5)

式中 xi和 ŷ i分别表示 x和 ŷ的第 i个元素。观察式（5）可将矩阵W分裂为

W = D+ L+ U (6)
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和 D= diag (w 11,w 22,⋯,wKK )。可将式

（4）改写为

x t+ 1 =-D-1 (U + L) x t+ D-1 ŷ (7)
式中迭代矩阵-D-1 (U + L)即为 Jacobi矩阵 [9]。观察式（5），将已计算出的 xit+1立即替换掉后续方程中

的 xit，保证后续方程中执行每次计算时使用的都是最新的数据，从而加快算法的收敛速度。因此可将

式（5）改写为

xt+ 1i = 1
wii
∑
j= 1

i- 1

（-wij xt+ 1j ）+ 1
wii
∑

j= i+ 1

K

（-wij xtj）+
1
wii

ŷ i (8)

由式（8）可得到矩阵表达式为

（D- L）x t+ 1 =-Ux t+ ŷ (9)
为了进一步改善迭代的收敛性和收敛速度，在已求出 xt的基础上，仍用式（9）求出 xt+1，然后通过加

速参数 β和松弛参数 α将 xt和 xt+1线性结合，能够得到更好的近似解，从而可以得到

（D+ βL）x t+ 1= {（1- α）D-（α- β）L- αU} x t+ αŷ (10)
最后，基于切比雪夫加速法 [13]，将迭代方程式（10）改写为两个半迭代方程，即可得到收敛速度较快

的基于 SAOR迭代的检测算法表达式：

（1）计算第一个半迭代，就是式（10）本身

（D+ βL）x t+ 1/2 = {（1- α）D-（α- β）L- αU} x t+ αŷ (11)
（2）计算第二个半迭代，就是将式（10）中的 L和U互换

（D+ βU）x t+ 1 = {（1- α）D-（α- β）U - αL} x t+ 1/2 + αŷ (12)
基于 SAOR迭代的检测算法每迭代一次，就会进行两次半迭代计算，再次加快了算法收敛速度。

此外，在加速参数和松弛参数两个参数的联合加速下，SAOR迭代算法具有更好的精确解和收敛速度。

因此，通过选取合适的参数和初值，基于 SAOR迭代的信号检测算法在较低的迭代次数时能得到较好

的收敛速度和误码率性能。此外，由文献[10]可知，基于 SSOR的检测算法是基于 SAOR迭代的检测算
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法在 α=β时的特殊情况。基于 SAOR迭代的检测算法具体描述如表 1所示。

表 1 基于 SAOR迭代的信号检测算法

Table 1 SAOR‑based signal detection algorithm

输入：H,y,β,α,K,Titer,σ 2

初始化：

W=HHH +σ 2IK×K;
D=diag(diag(W));
L=tril(W)-D;
D_1=inv(D);
DL_1=inv(D+βL);
DLH_1=inv(D+βLH);
ŷ=HHy;
x0=D_1× ŷ;
x=x0;
for t=1:Titer

x=DL_1((1-α)Dx-αLHx-(α-β)Lx+αŷ);
x=DLH_1((1-α)Dx-(α-β)LHx-βLx+αŷ);

End

2. 2 收敛性分析

对于基站天线数远大于用户数的Massive MIMO系统，实值信道矩阵H具有全列秩的特性 [14]。所

以对任意K × 1维的非零向量 q，都有

( Hq )HHq= qH (H HH) q= qHGq > 0 (13)

所以格拉姆矩阵G= H HH是正定矩阵。此外，容易得出

G H = (H HH) H = G (14)

综上，G是对称正定的。由于 σ 2 > 0，可得到W = G+ σ 2 I是正定矩阵。由此，文献 [15]给出了

SAOR迭代算法收敛的条件是

ì

í

î

ïï
ïï

0 ≤ β ≤ 2

0 < α≤ 1+ β
4- β

≤ 2
(15)

式中，α和 β不同时为 2。由文献[16]可知，SAOR迭代算法最优的加速参数和松弛参数

β= ρmax ( J )2 - ρmin ( J )4

ρmax ( J )2 ( )1- ρmin ( J )2
(16)

α= 2
1+ 1- ρmin ( J )2

(17)

式中 ρmin ( J )和 ρmax ( J )分别为 Jacobi矩阵的最小和最大特征值。

因此，当加速参数和松弛参数满足式 (15)时，本文提出的 SAOR检测算法收敛。并且，当参数满足

式(16)和(17)给出的条件时，所提算法能够得到全局最优解。
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2. 3 初始值的选取

传统的迭代算法一般选取零向量作为初始解，初始解会影响迭代的收敛速度，尽管对其收敛性没

有影响。所以选取一个合适的初始解会让基于 SAOR的检测算法收敛得更快，并且获得更好的检测

性能。

基于系统基站天数目远大于用户个数，由文献[14]可以得到

W -1 ≈ D-1= I
N

(18)

基于Massive MIMO系统信道硬化现象 [14]，当系统用户数 K和基站天线数 N足够大，并且当 K/N
为固定值时，基于 SAOR的检测算法初始解向量可选为

x 0= D -1 ŷ (19)

2. 4 复杂度分析

由于计算复杂度是由乘法器的个数决定的，所以式（11）和式（12）两部分决定了 SAOR迭代算法的

计算复杂度。

(1)将式（11）改写为

x t+ 1/2 = αD-1 { ŷ- β
α
Lx t+ 1/2 -[( 1- β

α
) L+ U ] x t }+ (1- α) x t (20)

式中

xt+ 1/2i = (1- α) xti+
α
wii
( ŷ i

β
α∑j= 1

i- 1

wij xt+ 1/2j )- α
wii
( ∑
j= i+ 1

K

wij xtj+(1-
β
α
) ∑
j= 1

i- 1

wij xtj ) (21)

式中，xt+ 1/2i ，xti和 ŷ i分别表示式（11）的 x t+ 1/2，x t和 ŷ的第 i个元素。由于 ( 1- α) xti，
β
α∑j= 1

i- 1

wij xt+ 1/2j ，( 1-

β
α
) ∑
j= 1

i- 1

wij xtj和 ∑
j= i+ 1

K

wij xtj分别需要 1，i，i和K-i次乘法，因此计算 xt+ 1/2i 共需要K+ i+ 3个乘法器。又

因为 x t+ 1/2中有K个元素，所以式（11）需要∑
i= 1

K

( )K+ i+ 3 = (3K 2 + 7K) /2个乘法器。

(2)将式（12）改写为

x t+ 1= αD-1 { ŷ- β
α
Ux t+ 1-[( 1- β

α
)U + L ] x t+ 1/2 }+ (1- α) x t (22)

对于所有元素，都有

xt+ 1i = (1- α) xt+ 1/2i + α
wii
( ŷ i-

β
α ∑j= i+ 1

K

wij xt+ 1j )- α
wii
( ∑
j= 1

i- 1

wij xt+ 1/2j +(1- β
α
) ∑
j= i+ 1

K

wij xt+ 1/2j ) (23)

同理可得，式（12）也需要 ( 3K 2 + 7K ) /2个乘法器。

综上，基于 SAOR迭代的检测算法总的计算复杂度是 t ( 3K 2 + 7K )。可见，该算法无论进行多少次

的迭代运算，复杂度都保持在较低的数量级，为O(K2)。
表 1对比了较优的基于 SSOR的检测算法、基于NS的检测算法和本文提出的基于 SAOR的检测算

法三者的复杂度。由表 2可看出，当展开项数 t ≥ 3时，NS近似算法的计算复杂度依然高达O(K3)，甚至

超过了MMSE检测算法的复杂度。而相同迭代次数的 SSOR检测算法和 SAOR检测算法的复杂度相

似，始终保持在较低的数量级。但是，SAOR检测算法的检测性能和收敛速度明显优于 SSOR检测算

法，较快的收敛速度也就意味着较低的复杂度。
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3 仿真结果

本节给出了Matlab蒙特卡洛仿真结果。仿真参数为：基带信号调制方式是 16QAM，天线规模是

N × K= 128 × 16。传输信道是瑞利衰落信道，信道特性时变，信道维数 128 × 16。 t表示的是各检

测算法的迭代次数或展开项数。

基于第 2节的算法分析可知，松弛参数 α和加速参数 β对基于 SAOR检测算法的收敛性和收敛速度

都起着至关重要的作用。为了得到基于 SAOR检测算法误码率 (BER)性能的全局最优解，以MMSE检

测算法误码率性能为基准，在参数收敛区间 (0,2)内对算法的收敛情况进行多次实验。选取的信噪比为

8 dB，迭代次数为 3。经多次实验得到本次仿真的最优参数为 α=1.21，β=1.28。图 1给出了当加速参

数 β分别为 0.9，1.28，1.4时，基于 SAOR的检测算法误码率随松弛参数 α的变化情况。由图 1可以看

出，随着 α的增大，基于 SAOR的检测算法的误码率均先减小到一个最小值然后增大，其中 β为 1.28，α
为 1.21时，基于 SAOR的检测算法得到了全局最优解，其误码率近乎实现了MMSE的检测性能。同样

地，由图 2可以看出，当 α分别为 0.9，1.21，1.5时，随着 β的增大，SAOR迭代算法的误码率均先减小到一

个最小值然后增大。综上，在后续实验中选取 α=1.21，β=1.28作为 SAOR迭代取得全局最优解时的

最优参数。

图 3对比了各检测算法在不同信噪比时的误码率性能。由图 3可以看出，在相同条件下，基于

SAOR的检测算法的误码率性能要优于基于 SSOR的迭代算法和基于NS的检测算法。例如，当 t为 3，
信噪比为 8 dB时，基于 SSOR的检测算法的误码率和基于NS的检测算法的误码率分别约为 4.6×10-5

和 1×10-3，而基于 SAOR的检测算法的误码率仅为 1.8×10-5。此外，要实现 10-5的误码率，SAOR迭

表 2 计算复杂度比较

Table 2 Computational complexity comparison

迭代次数/展开级数

t=2
t=3
t=4

基于NS的检测算法 [4]

12K2-4K
8K3+4K2-2K

16K3-4K2

基于 SSOR的检测算

法 [16]

6K2+3K
8K2+3K
10K2+3K

基于 SAOR的检测算法

6K2+14K
9K2+21K
12K2+28K

图 1 不同松弛参数时误码率对比

Fig.1 Comparison of BERs with different re‑
laxation parameters

图 2 不同加速参数时误码率对比

Fig.2 Comparison of BERs with different ac‑
celeration parameters
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代算法所需信噪比要比 SSOR迭代算法少约 0.9 dB。因此，基于 SAOR的检测算法能够以较低的迭代

次数获得较优的误码率性能，实现了较快的收敛速度。

图 4给出了在信噪比为 8 dB的条件下，各检测算法的误码率性能随展开项数或迭代次数 t的变化

情况，也就是对比了各检测算法逼近MMSE检测性能的收敛速度。由图 4可以看出，当基于 SAOR的

检测算法迭代次数为 2时，就已经展现了较好的误码率性能。基于 SSOR的检测算法迭代次数为 5时和

基于NS的检测算法展开项数为 7时，能够近似收敛到MMSE算法的检测性能，而基于 SAOR的检测算

法仅需 3次迭代。并且，基于 SAOR的检测算法能够实现更接近MMSE的误码率性能。

因此，通过选取合适的参数和初值，基于 SAOR的检测算法的收敛速度和误码率性能都体现出了

明显优势。

4 结束语

针对Massive MIMO系统中接近最优的MMSE检测算法复杂度高的问题，本文在信号检测中应用

了具有更快收敛速度的 SAOR迭代算法。该方法将MMSE检测算法转化为线性方程组并进行迭代计

算，求解得到的近似序列能够逐步逼近用户发送的信号矢量，从而避免了复杂的矩阵求逆运算，大大降

低了算法复杂度，并且通过选取合适的参数和初值，保证了较快的收敛速度和较好的误码率性能。实

验结果表明，本文提出的算法实现了复杂度从 O（K3）降到 O（K2），并且仅通过 3次迭代就能几乎达到

MMSE的检测性能，实现了更好的检测性能和更快的收敛速度。下一步考虑将 SAOR迭代算法展开到

神经网络中，尝试通过训练学习得到更好的信号检测算法。
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