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伪范数的椒盐噪声去除方法
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摘 要：针对传统各向同性全变分（Isotropy total variation，ITV）去噪算法容易导致图像边缘模糊、不易

保持图像细节信息等问题，提出一种基于 Lp伪范数和各向同性全变分的图像去噪方法。该方法将 Lp伪
范数代替 ITV模型中的 L1范数，利用交替方向乘子算法（Alternating direction method of multipliers，
ADMM）将能量泛函拆解成若干个子问题，并将差分算子视为卷积算子；然后引入卷积定理和快速傅里

叶变换（Fast Fourier transform，FFT）提高算法运算效率；最后通过Matlab进行仿真实验，运用图像质

量的客观和主观评价方法进行评价分析。结果表明，本文方法能够较好地保留图像的边缘特性，有效

提升去噪效果。
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Abstract：In the framework of the traditional isotropic total variation（ITV）denoising algorithm，the edge
of the image is easily blurred，and it is difficult to maintain the image detail information. Thus，we mainly
study the image denoising problem by using Lp pseudo⁃norm and ITV. The Lp pseudo⁃norm takes place the
L1 norm in traditional ITV energy function. Then the energy function is broken into several sub⁃problems
by using alternating direction method of multipliers（ADMM）. We treat the differential operator as a
convolution operator，then introduce the convolution theorem and the fast Fourier transform（FFT） to
further improve the efficiency of the proposed method. Finally，through Matlab，the simulation experiment
employs the objective and subjective evaluation methods of image quality for evaluation and analysis.
Simulation results show that the proposed method is capable of preserving the edge characteristics of the
image and improving the denoising effect efficiently.
Key words: image denoising; fast Fourier transform; Lp quasi⁃norm; isotropic total variation
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引 言

图像是信息获取、处理和理解过程中非常重要的来源，但由于采集、传输、存取过程中各种因素的

影响，获取的图像通常是原图像的降质形式，例如，在数码相机成像过程中，较长的曝光时间会导致椒

盐噪声 [1⁃2]。椒盐噪声在概率分布上体现为：以一定的概率出现冲击扰动，以一定的概率出现零值扰

动 [3]。本文将从椒盐噪声的数学统计特性发出，以 Lp伪范数对其加以刻画，并结合全变分技术消除椒盐

噪声，提高图像恢复质量，从而为图像处理的后续工作服务。

椒盐噪声的去除方法有很多种，如：全变分（Total variation，TV）方法，TV方法分为各向异性全变

分（Anisotropic total variation，ATV）[4⁃5]和各向同性全变分（Isotropy total variation，ITV）[5]；传统中值滤

波方法 (Median filtering，MF)[6]；数学形态 (Mathematical morphology，MM)方法 [7]；脉冲耦合神经网络

(Pulse coupled neural network，PCNN)[8]。其中，TV方法相比于MF、MM、PCNN去噪方法能更好地保

护图像边缘。因此，近年来 TV方法在图像解模糊、图像去噪、图像修复等方面得到了广泛的应用 [9⁃12]。

例如，陈颖频等将交叠组稀疏收缩技术引入广义全变分，提出一种具有高鲁棒性的图像恢复算法 [13]。

传统的TV方法一般以 L1范数建模数据保真项，对噪声的稀疏性刻画能力并不理想。ATV方法相比于

ITV方法有严重的阶梯效应。因此本文选择 ITV去噪模型为改进对象。目前，基于ATV、ITV的椒盐

噪声去除方法通常用 L1范数来描述保真项。但是用 L1范数做保真项的约束，对椒盐噪声的稀疏性刻画

能力不足，所以本文用 Lp伪范数代替 L1范数，通过增加一个自由度来提高保真项对椒盐噪声的刻画

能力 [14]。

1 椒盐噪声去噪方法

1. 1 基于 ITV的椒盐去噪方法

基于 ITV的椒盐去噪方法从去噪算法域的角度可总结成两种：一是空间域算法，二是频率域算

法 [15]。空间域又名像素域，在图像上以矩阵的形式存在。在空域上进行图像去噪处理时，难免要对图

像矩阵进行列化操作，导致大型矩阵相乘，运算复杂度高。因此可以利用傅里叶变换把空间域中的图

像转换到频率域中，在频域中进行处理后再反变换到空域，即频域算法 [16]。基于椒盐噪声的特点，本文

提出了一种频域去噪算法。

传统 ITV椒盐噪声去噪模型为 [5]

f = argmin
f

 f - g
1
+ μ (  ∇ h f

2

1
+  ∇ v*f

2

1
) (1)

式中：f ∈ RN 2 × 1为恢复图像的列化向量；g ∈ RN 2 × 1表示被污染图像的列化向量； f - g
1
表示数据保

真项；  ∇ h f
2

1
+  ∇ v*f

2

1
表示 ITV正则项；∇ h ∈ RN 2 × N 2 和 ∇ v ∈ RN 2 × N 2 分别表示横向差分矩阵和纵

向差分矩阵；μ为保真项和 ITV正则项的平衡参数；*表示二维卷积算子。

为减小矩阵规模、提高运算效率，本文将 ITV模型改写为

F= argmin
F

 F- G 1 + μ (  Kh*F
2

1
+  Kv*F

2

1
) (2)

式中：F ∈ RN × N为原图像；G ∈ RN × N为被噪声污染的图像；Kh=[-1，1]，Kv=é
ë
ê

ù
û
ú

-1
1

分别表示横向和

纵向差分卷积核。

对比式（1,2）可知，式 (1)中向量化形式的能量泛函涉及大型矩阵（∇ h,∇ v ∈ RN 2 × N 2）运算的求逆运

算，算法乘法复杂度为O ( ( N 2 )3 )，而其矩阵形式的能量泛函不存在大型矩阵，且卷积算子可以映射到频
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域后以点乘的形式进行运算，从而大大提高运算效率，算法复杂度仅为O ( N 2 log2 ( N ) )。

1. 2 L

p

伪范数

Lp范数定义为 F p
=( ∑

i= 1

N

∑
j= 1

N

|| F ij

p
)1/p，Lp伪范数定义为 F p

p
= ∑

i= 1

N

∑
j= 1

N

|| F ij

p
。图 1为不同 Lp伪范

数的等高线。

传统的 ITV椒盐去噪模型中用 L1范数做保真项的约束，对椒盐噪声的稀疏性刻画能力不足。图 2
展示了不同范数的稀疏性刻画能力，其中 f - g表示加在图像信号的噪声。显然，图 2（c）中等高线上的

点相比于图 2（a，b）更高概率地逼近于坐标轴，因此用 Lp伪范数能够诱导出更加稀疏的解，从而更好地

描述椒盐噪声的稀疏特性。

鉴于 Lp伪范数优良的稀疏刻画能力，本文对稀疏收缩算子加以改进，将基于 L1范数的全变分图像

恢复方法推广为基于 Lp伪范数 [14,17⁃21]的全变分图像恢复方法，用 Lp伪范数代替 L1范数，通过增加 1个自

由度来提高保真项对椒盐噪声的刻画能力。

2 基于 L

p

伪范数的 ITV去噪方法

本文将 Lp伪范数引入 ITV模型，提出新的去噪模型如下

图 1 各类范数等高线

Fig.1 Contour line of different norms

图 2 各类范数稀疏性

Fig.2 Sparsity of different norms
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F= argmin
F

 F- G
p

p
+ μ (  Kh*F

2

1
+  Kv*F

2

1
) (3)

对比式 (3)和式 (2)可以发现，本文提出的模型相比于传统的 ITV模型最大的差别在于将传统 ITV
的保真项 F- G 1改为 F- G

p

p
，通过 Lp伪范数加强对噪声数学统计特性的刻画，从而提高图像恢复

的质量。

根据交替乘子迭代法框架，需要引入中间变量 Z 1= Kh*F，Z 2= Kv*F，Z 3= F- G，并引入对应的

拉格朗日乘子 Λ 1，Λ 2，Λ 3。则增广拉格朗日目标函数为

J= max
Λ1,Λ2,Λ3

( min
F,Z1,Z2,Z3

(  Z 3

p

p
+ μ (  Z 1

2

1
+  Z 2

2

1
)-< β1Λ 1,Z 1- Kh*F >+

β1
2  Z 1- Kh*F

2

2
-

< β2Λ 2,Z 2- Kv*F >+
β2
2  Z 2- Kv*F

2

2
-< β3Λ 3,Z 3-(F- G ) > + β3

2  Z 3-(F- G )
2

2
) )
(4)

为求解目标函数，需要将每个变量的子问题求解出来。对于 F子问题，有

JF=-< β1Λ 1,Z 1- Kh*F >+
β1
2  Z 1- Kh*F

2

2
+ β1
2 Λ

2
1-

β1
2 Λ

2
1-

< β2Λ 2,Z 2- Kv*F >+
β2
2  Z 2- Kv*F

2

2
+ β2
2 Λ

2
2-

β2
2 Λ

2
2-

< β3Λ 3,Z 3-(F- G ) > + β3
2  Z 3-(F- G )

2

2
+ β3
2 Λ

2
3-

β3
2 Λ

2
3

(5)

对式(5)配方补项，令 0= 1
2 βi Λ

2
i -

1
2 βi Λ

2
i ( i= 1,2,3 )，代入式(5)得

JF=
β1
2  Z 1- Kh*F- Λ 1

2

2
+ β2
2  Z 2- Kv*F- Λ 2

2

2
+ β3
2  Z 3-(F- G )- Λ 3

2

2
-

β1
2 Λ

2
1-

β2
2 Λ

2
2-

β3
2 Λ

2
3

(6)

由于引进的变量与 F已经去耦合,则空域表达式为

JF=
β1
2  Z 1- Kh*F- Λ 1

2

2
+ β2
2  Z 2- Kv*F- Λ 2

2

2
+ β3
2  Z 3-(F- G )- Λ 3

2

2
(7)

利用卷积定理，频域表达式为

JF̄=
β1
2  Z̄ 1- K̄h ∘ F̄- Λ̄ 1

2

2
+ β2
2  Z̄ 2- K̄v ∘ F̄- Λ̄ 2

2

2
+ β3
2  Z̄-( F̄- Ḡ )- Λ̄ 3

2

2
(8)

式中：∘表示点乘操作；X̄表示 X的频谱。

对式(8)F̄变量加以求导，并令导数为零，可以得到

∂JF̄
∂F̄

= β1 K̄ *
h ∘ ( Z̄ 1- K̄h ∘ F̄- Λ̄ 1 )+ β2 K̄ *

v ∘ ( Z̄ 2- K̄v ∘ F̄- Λ̄ 2 )+ β3 ( Z̄ 3 -( F̄- Ḡ )- Λ̄ 3 )= 0 (9)

整理得

LHS ∘ F̄=RHS (10)
LHS=( β1 K̄ *

h ∘ K̄h+ β2 K̄ *
v ∘ K̄v+ β31 ) (11)

式中：1表示元素全为 1的矩阵；RHS为

RHS= β1 ( Z̄ 1- Λ̄ 1 )+ β2 ( Z̄ 2- Λ̄ 2 )+ β3 ( Z̄ 3 + Ḡ- Λ̄ 3 ) (12)
则有

F ( k+ 1) = ℱ-1 ( RHS./LHS ) (13)
式中：符号 ./表示点除操作；ℱ-1表示傅里叶逆变换算子。

对于 Z 1和 Z 2的子问题目标函数为
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JZ1,Z2
= μ (  Z 1

2

1
+  Z 2

2

1
)+ β1

2  Z 1- Kh*F- Λ 1

2

2
+ β2
2  Z 2- Kv*F- Λ 2

2

2
=

μ vec( Z 1 ),vec( Z2 ) 2,1
+ β1
2  Z 1- Kh*F- Λ 1

2

2
+ β2
2  Z 2- Kv*F- Λ 2

2

2

(14)

式中 vec表示矩阵列化算子。令 X =( vec( Kh*F+ Λ 1 ),vec( Kv*F+ Λ 2 ) )，根据基于 L21范数的收缩算

子 [22]有

[ Z ( k+ 1)
1 ，Z ( k+ 1)

2 ]= prox τ ( X )= softrowτ ( X ) (15)
式中 softrowτ 为一个映射，定义如下

Z ( k+ 1)
i,j ← Z i,j

 X ( i,: )
2

max (  X ( i,: )
2
- τ ) (16)

式中：Z i,j表示矩阵 Z=( Z 1，Z 2 )中第 i行第 j列的元素，Z为矩阵 Z 1 和 Z 2 的增广矩阵。这里假设 X为 Z

的初始值，则 X ( i,: )表示矩阵 X的第 i行。

对于 Z 3子问题，目标函数为

JZ3
=  Z 3

p

p
+ β3
2  Z 3-(F- G )- Λ 3

2

2
(17)

令A= F+ Λ 3- G,τ= 1/β3，根据 Lp伪范数收缩算子 [18,23]，Z 3的收缩规则为

Z ( k+ 1)
3 = shrinkp ( A,τ )= max { | A |- τ 2- p | A | p- 1，0 }exp ( jφ ( A ) ) (18)

式中 φ ( A )表示A的相位。

对偶变量 Λ 1子问题为

JΛ1
=-< β1Λ 1,Z 1- Kh*F > (19)

利用梯度上升法，可以得到 Λ 1的更新规则为

Λ ( k+ 1)1 = Λ ( k )1 + δβ1 ( Kh*F ( k+ 1)- Z ( k+ 1)
1 ) (20)

式中 δ < 1表示学习率。

对偶变量 Λ 2子问题为

JΛ2
=-< β2Λ 2,Z 2- Kv*F > (21)

利用梯度上升法，可以得到 Λ 2的更新规则为

Λ ( k+ 1)2 = Λ ( k )2 + δβ2 ( Kv*F ( k+ 1)- Z ( k+ 1)
2 ) (22)

对偶变量 Λ 3子问题为

JΛ3
=-< β3Λ 3,Z 3-(F- G ) > (23)

利用梯度上升法，可以得到 Λ 3的更新规则为

Λ ( k+ 1)3 = Λ ( k )3 + δβ3 (F ( k+ 1)- G- Z ( k+ 1)
3 ) (24)

至此，所有子问题得到求解，本文提出算法 ITV⁃Lp流程详见下面算法，其中设置 tol为 10-4。
算法算法 ITV⁃Lp
Input:观测图像G

Output:去噪图像 F

Initialize: k=1,Zi=0,Λi=0(i=1,2,3),F(k)=0,μ，β1，β2，β3，δ，tol,p,E=1。
(1) While E>tol,do
(2)利用式（13）更新 F(k+1)；

(3)利用式（16）更新 Z ( k+ 1)
1 ,Z ( k+ 1)

2 ；
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(4)利用式（18）更新 Z ( k+ 1)
3 ；

(5)利用式（20，21，24）更新 Λ ( k+ 1)i ( i= 1,2,3 )；

(6) k=k+1；

(7) E=
 F ( k ) - F ( k- 1)

2

 F ( k )
2

；

(8) End while
(9) Return F(k) as F

3 实验与分析

3. 1 实验环境

为了证明本文所提出方法的优越性，本文针对 4组图像进行实验，如图 3所示，图像的大小为

512 像素× 512 像素。本文使用的椒盐噪声水平分别为 10%，20%，50%。后续实验将本文方法与已

有的方法进行对比，包括ATV[5]，ITV[5]，MF[6]，MM[7]以及 PCNN[8]。
实验软硬件环境为：基于 2.3 GHz的 Inter CPU和 8 GB的 RAM硬件环境及Matlab软件开发环境。

评价图像恢复治理的主要参数有：算法运算时间、峰值信噪比（Peak signal⁃to⁃noise ratio，PSNR）以及结

构相似性信息（Structural similarity，SSIM）[24]。PSNR和 SSIM的定义为

PSNR ( X,Y )= 10lg 2552
1
N 2 ∑

i= 1

N

∑
j= 1

N

( X ij- Y ij )2
(25)

SSIM ( X,Y )= ( 2uXuY+(255k1 )2 ) ( 2σXY+(255k2 )2 )
( u2X+ u2Y+(255k1 )2 ) ( σ 2X+ σ 2Y+(255k2 )2 )

(26)

式中：X表示原始图像；Y表示恢复图像；μX和 μY分别为图像 X和Y的均值；σ2X和 σ2Y分别表示图像 X和

Y的方差；σXY为 X和Y的协方差。本文令 k1 = 0.01,k2 = 0.03。

3. 2 实验结果

以图 3中的图像为测试对象，加上不同水平的椒盐噪声，用上述 6种方法进行图像去噪，结果如表

1—4所示（最优指标用黑色粗体标出，表格中 Time列为“-”时表示Matlab无法测出运算时间间隔）。

从表中显示的结果可以看出，本文提出的去噪模型去噪效果最佳。

图 3 测试图像

Fig.3 Tested images
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表 1 不同方法关于 Lena图像的去噪性能对比

Table 1 Denoising performance of different

methods with regard to Lena

Noise
level

10%

20%

50%

Method

MF

MM

PCNN

ATV

ITV

ITV⁃Lp
MF

MM

PCNN

ATV

ITV

ITV⁃Lp
MF

MM

PCNN

ATV

ITV

ITV⁃Lp

PSNR

28.328 6

26.745 7

30.415 7

31.388 9

31.378 8

32.258 3

25.936 5

21.603 9

28.170 3

29.377 3

29.452 5

29.977 7

14.954 1

11.125 7

20.189 4

25.036 1

25.301 5

25.483 3

SSIM

0.880 1

0.870 9

0.956 6

0.932 1

0.936 7

0.961 8

0.833 9

0.740 7

0.935 5

0.881 6

0.891 1

0.928 6

0.253 0

0.152 9

0.687 2

0.693 1

0.716 7

0.809 8

Time

-

0.062 5

25.062 5

3.484 4

3.875 0

5.609 4

-

-

30.671 9

3.562 5

3.781 3

5.218 8

-

-

46.140 6

3.562 5

3.718 8

5.187 5

表 3 不同方法关于Man图像的去噪性能对比

Table 3 Denoising performance of different

methods with regard to Man

Noise
level

10%

20%

50%

Method

MF

MM

PCNN

ATV

ITV

ITV⁃Lp
MF

MM

PCNN

ATV

ITV

ITV⁃Lp
MF

MM

PCNN

ATV

ITV

ITV⁃Lp

PSNR

27.498 3

26.211 7

30.226 1

30.237 0

30.209 3

32.118 9

25.252 3

21.986 5

27.473 1

27.985 6

27.997 1

29.517 5

14.915 7

11.741 5

20.366 8

24.094 0

24.280 6

24.916 8

SSIM

0.797 6

0.803 3

0.931 0

0.908 3

0.909 6

0.938 5

0.755 0

0.702 8

0.901 0

0.853 1

0.857 7

0.889 8

0.266 2

0.172 3

0.657 1

0.656 0

0.672 3

0.703 3

Time

0.015 6

-

30.171 9

3.609 4

3.671 9

4.859 4

-

-

36.296 9

3.312 5

3.593 8

5.234 4

-

-

54.093 8

3.734 4

3.531 3

5.296 9

表 2 不同方法关于 Peppers图像的去噪性能对比

Table 2 Denoising performance of different

methods with regard to Peppers

Noise
level

10%

20%

50%

Method

MF

MM

PCNN

ATV

ITV

ITV⁃Lp
MF

MM

PCNN

ATV

ITV

ITV⁃Lp
MF

MM

PCNN

ATV

ITV

ITV⁃Lp

PSNR

29.071 4

27.845 9

30.645 3

30.241 9

30.495 8

30.920 6

26.389 6

22.249 5

27.276 4

27.784 2

28.154 1

28.213 2

14.687 6

12.032 1

19.847 5

23.573 3

24.223 6

24.312 2

SSIM

0.884 6

0.884 4

0.949 9

0.931 7

0.945 9

0.945 7

0.845 1

0.767 4

0.928 8

0.889 3

0.907 1

0.908 2

0.289 1

0.221 8

0.690 6

0.771 5

0.736 8

0.819 4

Time

-

-

33.828 1

5.296 9

5.250 0

4.328 1

-

-

39.890 6

4.734 4

5.312 5

3.328 1

-

-

59.046 9

5.171 9

5.406 3

5.296 9

表 4 不同方法关于House图像的去噪性能对比

Table 4 Denoising performance of different

methods with regard to House

Noise
level

10%

20%

50%

Method

MF

MM

PCNN

ATV

ITV

ITV⁃Lp
MF

MM

PCNN

ATV

ITV

ITV⁃Lp
MF

MM

PCNN

ATV

ITV

ITV⁃Lp

PSNR

32.588 0

30.580 3

32.760 5

37.083 9

37.123 4

38.057 8

27.185 1

21.370 3

29.043 1

33.822 8

34.039 1

34.731 0

15.074 6

10.638 1

20.285 5

27.413 6

27.822 3

29.095 3

SSIM

0.929 2

0.929 7

0.982 4

0.947 5

0.954 7

0.977 5

0.874 9

0.777 1

0.965 6

0.891 6

0.905 7

0.958 4

0.237 9

0.120 2

0.709 6

0.696 9

0.726 2

0.877 2

Time

-

-

29.062 5

3.546 9

3.546 9

4.625 0

-

-

33.718 8

3.421 9

3.546 9

5.515 6

-

0.046 9

48.000 0

3.421 9

3.718 8

5.296 9
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图 4—7分别给出对大小为 512像素×512像素的 House和 Lena图像分别加入噪声水平为 10%和

50%的椒盐噪声后，用 6种算法恢复的图像和细节放大对比图。从视觉效果来看，本文方法去噪效果

最好。

图 4 不同算法对House图像恢复效果对比结果

Fig.4 Comparison of recovered images of House by different methods

图 5 不同算法对House细节图恢复效果对比结果

Fig.5 Comparison of recovered images in detail of House by different methods
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4 结束语

本文提出一种新的基于 Lp伪范数和 ITV的图像去噪方法 ITV⁃Lp。为求解该去噪模型，ITV⁃Lp方
法在 ADMM算法中引入快速傅里叶变换，用点除运算代替空域算法，从而避免大型矩阵运算，提高运

算效率。不仅如此，ITV⁃Lp方法还能避免占用大量内存的大型矩阵相乘运算。与 ATV和 ITV方法以

图 6 不同算法对 Lena图像恢复效果对比结果

Fig.6 Comparison of recovered images of Lena by different methods

图 7 不同算法对 Lena细节图恢复效果对比结果

Fig.7 Comparison of recovered images in detail of Lena by different methods
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及其他方法相比，ITV⁃Lp方法能获得最大的 PSNR和 SSIM值，这说明该方法不仅在误差方面，在结构

相似性方面也能获得明显优于其他方法的图像结果。
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