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基于拉格朗日的雷达方位超分辨方法

蒋平虎 张 鑫 苏萍贞

（中国电子科技集团公司第五十一研究所，上海，201802）

摘 要：民用导航雷达的方位分辨率与天线孔径尺寸相关，大孔径天线在工程实践中受等多种条件制

约，难以广泛应用。本文提出一种基于拉格朗日的方位超分辨方法。对方位信号向量进行数据补充，

将卷积扫描模型转换为矩阵⁃向量乘积形式。对天线方向图奇异值分解，结合 BFGS算法构造二次规划

观测模型。利用拉格朗日法计算模型最优解，进而重建目标原始方位信号，实现目标方位超分辨。实

验结果表明，在信噪比（Signal to noise ratio，SNR）为 10~20 dB时，本文方法具有良好的分辨效果，与对

偶⁃对数障碍法相比，该方法可获得较高的信号重构误差比（Signal reconstruction to error ratio，SRER）。
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Method of Radar Azimuth Super⁃resolution via Lagrange Theory

Jiang Pinghu，Zhang Xin，Su Pingzhen

(The 51st Research Institute of CETC, Shanghai, 201802, China)

Abstract：The azimuth resolution of civil navigation radar depends on the size of antenna aperture. Large
aperture antenna is restricted by many factors in engineering project，and it is difficult to be widely used.
For this problem a super ⁃ resolution method based on Lagrange theory is proposed in this paper. The
convolutional echo is converted into the form of matrix ⁃ vector product by supplementing elements to
azimuth signal vector. Combining singular value decomposition（SVD） to antenna pattern with BFGS
algorithm a new observed model is established，and Lagrange function is utilized to solve the new model
for restoring original azimuth signals，by which azimuth super ⁃ resolution can be realized. Experimental
performances manifest that the proposed method has good super ⁃ resolution， and a higher signal
reconstruction to error ratio（SRER）is obtained comparing with dual⁃ logarithmic method while the signal
to noise ratio（SNR）ranges from 10dB to 20 dB.
Key words: radar; azimuth super⁃resolution; quadratic programming; Lagrange function

引 言

雷达方位超分辨是指在同一波束内，雷达对相同距离单元上的相邻目标进行分辨。雷达波束宽度

越窄，其方位分辨率越高 [1⁃2]，同时波束宽度与雷达的天线孔径尺寸紧密相关，可表示为 θ ∝ λ/d。式中 θ

为波束宽度，d为天线孔径尺寸，λ为波长。因此可通过提高雷达工作频率或增大天线孔径 d提高雷达
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方位分辨率。然而，由于民用航海雷达采用实孔径波束扫描雷达，通常受探测距离、天线物理尺寸、实

际工程中的安装工作及价格成本等诸多因素的制约，无法使用大孔径雷达天线 [3]。

为解决上述问题，大量文献采用反卷积方位超分辨方法，主要包括：维纳滤波法 [3⁃4]、最大后验概率

法（Maximum a posteriori, MAP）[5⁃9]以及约束优化方法等 [10⁃14]。维纳滤波法自 20世纪 80年代起已应用

于雷达方位超分辨之中，如文献 [3]提出快速限定迭代反卷积（Fast constrained iterative deconvolution,
FCID）方位超分辨方法，依据时频域卷积特性，通过在非线性约束条件下构造收敛模型，恢复目标方位

信号。在信噪比为 30 dB以上时，该方法能够将雷达方位分辨率提高两倍，但无法采用自适应方式确定

收敛参数，需经过大量迭代运算，因而导致其运算复杂度极高，且可控性较差。文献[4]根据傅里叶与小

波变换，提出频域反卷积超分辨方法，对回波向量与天线方向图向量分别做小波变换与傅里叶变换处

理，在频域中进行正交化展开，可有效降低运算复杂度。但该方法受波束宽度影响较大，无法在较宽的

波束环境下进行应用。

除维纳滤波法外，相关文献中提出基于MAP理论的超分辨方法。文献 [5]提出 Richardson⁃Lucy
（RL）方位超分辨方法。将回波信号与噪声以向量形式进行表示，通过引入正则化参数将扫描模型改写

为正则化约束模型与贝叶斯估计模型对回波图像中的方位信号进行标识，信噪比为 30 dB以上时，可获

取清晰的雷达目标图像。文献[6]依据回波图像中目标方位信号的稀疏特性，提出稀疏反卷积超分辨方

法，凭借稀疏目标这一先验信息，利用MAP准则对方位信息进行判断。文献 [7]通过建立双层模型，提

出基于局部自适应边缘保留的方位超分辨方法，可将低分辨率目标图像重构为高分辨率图像，不仅有

效抑制振铃现象，同时可使高分辨率扫描图像趋于平滑。同样文献 [8]采用极大似然估计与MAP理论

提出超分辨方法。通过迭代运算逐步获取目标方位信息，该方法运算复杂度低，收敛性好。但由于噪

声适应能力相对较差，信噪比需满足 30 dB以上。文献[9]依据扫描角与可视角间的空间方位关系，构造

天线调制函数，建立分段常数模型，提出一种基于空间变换的方位超分辨方法，针对高速运动的实孔径

雷达，可有效提高数据处理速度，降低运算复杂度。

尽管采用上述两类反卷积方法可有效提高雷达方位分辨率，然而若接收机存在大量噪声，其幅度

经卷积运算后会被放大，导致重建信号方位与真实信号方位存在较大偏差，因此这类方法的最大局限

在于噪声适应能力有限。文献[10]给出范数正则化超分辨方法，针对 L1范数模型，采用预测原始对偶路

径跟踪算法对观测模型进行求解，可在低信噪比下实现目标信号重构。但由于无法对正则化参数进行

自适应选取，导致该方法的运算复杂度相对较高。文献[11]将超分辨问题转化为无约束凸优化问题，利

用 Newton法实现方位信息预测，尽管可有效提高方位分辨率，但该方法对信噪比要求较高。文献 [12]
提出对偶⁃对数障碍超分辨方法，通过对天线方向图矩阵进行分解，构造凸二次规划模型，利用对数障碍

法对求解模型最小二乘解，恢复目标方位信号，该方法在信噪比为 10 dB以上时，可成功实现方位超分

辨。运动平台与目标之间的距离⁃多普勒频移会对前视扫描雷达的方位分辨率会产生较大影响，对此文

献[13]对运动平台与目标分别进行运动补偿，解决回波与观测矩阵的失配问题，对正则化观测模型内采

用 Lp范数法进行求解，成功获取目标方位信号。文献[14]提出基于交替方向思想的超分辨方法，利用拉

格朗日法构造回波模型，在运算中无需对目标进行运动补偿。在信噪比大于 15 dB时，可实现方位超分

辨。而在实际工程应用中，文献 [15]将多入多出（Multiple input multiple output, MIMO）技术应用于高

频地波雷达之中，设计出高频⁃MIMO雷达，针对远场中存在的小时宽带宽乘积信号，能够准确计算出目

标的距离、方位以及速度信息。文献 [16]为提高实际工程中的信号处理的运算速度，在 GPU框架内对

MAP超分辨法进行编写，实时重构目标信号，有效降低系统运算。

基于上述分析，本文根据二次规划理论，提出改进的方位超分辨方法。采用矩阵向量乘积形式将

卷积回波模型进行改写，结合奇异值分解与 BFGS算法构造观测模型，将方位超分辨问题转化为约束优

化问题，利用拉格朗日优化定理计算模型的最优解，成功恢复目标原始方位信号。仿真结果表明，该方
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法在低信噪比环境下，不仅能够实现雷达方位超分辨，

同时相比于文献 [12]提出的对偶 ⁃对数障碍法，具有较

好的噪声适应能力。

1 信号模型

当雷达对某一区域进行扫描时，若该区域内存在

若干点目标，此时回波信号可视为天线方向图与目标

方位信号的卷积，如图 1所示。利用公式可表示为

y (θ) = x (θ) *a (θ) + n ( θ ) （1）
式中：x为点目标的散射信号，即目标的方位信号，假

设其数据长度为N。a为天线方向图，可由天线方向性

系数来表示，假设数据长度M。y表示雷达回波信号，

由计算可知数据长度为 (N+M-1)。n为接收机噪声。

因此方位分辨可视为已知回波 y与天线 a，求解 x的反

卷积运算。

将式（1）以矩阵 ⁃向量乘积形式进行改写，令 x表

示 N×1维的方位信号向量。依据天线方向图 a可构造大小为 N×(N+M-1)的天线方向图矩阵 A，令

其作为观测矩阵获取回波向量 y，其中 x，A，y可分别改写为

x=[ x ( 1 ),x ( 2 ),⋯,x ( N ) ]T （2）

A=
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a ( 2 ) a ( 1 )
⋮
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… a ( 2 )

⋮
a (M )

（3）

y=[ y ( 1 ), y ( 2 ),…,y (M+ N- 1 ) ]T （4）
由式（2—4）可知，式（1）改写为

y= Ax+ n （5）
式（5）中，由于噪声量 n具有未知性，因此无法直接采用矩阵运算对该式进行求解。若重构目标方

位向量 x，可采用约束优化方法。

首先构造约束优化模型，即

min f ( x )= min{ 12  Ax- y
2

2}=min{ 12 ( Ax- y )T ( Ax- y )} s.t. x≥0 （6）

对其进行展开，则有

min{ 12 ( Ax- y )T ( Ax- y )}=min{ 12 xTATA- yTAx- 1
2 y

T y} s.t. x≥0 （7）

式（7）为二次规划模型，若满足凸形式，可采用二次规划方法对其求解。令W=ATA，可知矩阵W

为正定矩阵，因此式（7）为非凸二次规划模型，而采用二次规划方法则难以计算模型最小二乘解。

图 1 雷达扫描原理

Fig.1 Radar scanning principle
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2 方位信号重构

若实现目标方位信号重构，可构造符合凸二次规划形式的观测模型，本文提出拟 BFGS模型构造方

法，首先对天线方向图矩阵进行奇异值分解，则有

A= USV T （8）
依据式（1）将U作为观测矩阵对目标进行观测，得到新的回波向量w，即w=Ux+n。
构造迭代矩阵Mk，令M k= U k J k (k=0,1 …)，其中Uk与 Jk分别表示为

U k+ 1 = U k+ σk P k （9）

J k =

é

ë

ê

ê

ê

ê
ê
êê
ê

ù

û

ú

ú

ú

ú
ú
úú
ú

1 0 0 ⋯ 0
0 1 0 ⋯ 0
0 0 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋯ νk

（10）

式（9）中 σk为尺度因子，Uk初始值满足 U0=U。式（10）中 νk为 Jk的迭代因子，由一极小正数表示。

P k为尺度矩阵。假设利用 Newton法生成一维向量 { x k }，令 ττ(k)表示 x k的梯度，可简化表示为 τ k，x k与 τ k
分别写作

x k+ 1 = x k+ βkτ k （11）
∇f ( x k )= τ k= U T (Ux k - w ) （12）

式中 x k初始值满足 x0 =w。式（11）中 βk为迭代步长，为降低运行复杂度可令 βk=1。
令 b k=-Uτ k，εk= τ k+ 1- τ k。依据文献 [17⁃18]构造 εk（初始值为零向量），并对其进行更新，更新

准则为

ε*k= εk+ skτ k （13）
由文献[18]可知尺度矩阵 P k可表示为

P k=
ε*k ( ε*k )T
τ Tk ε*k

（14）

式（13）中 sk满足条件 sk>0，由文献[19] sk可表示为

sk= C̄ ||b k ||C̄ +max{ }τ Tk εk
||τ k ||2

,0 （15）

式中   ⋅   表示欧几里得范数。若存在极小正数 C̄和 μ，可确定 σ k与 νk，即

ì

í

î

ïï
ïï

σk=min{ }μ
k+ 1  τ0

-C
,-C  b k

 τ Tk εk

νk=(1- μ )k
（16）

更新矩阵U k与Mk，更新准则为

ì
í
î

ï

ï

U k+ 1=U k+ σk
ε*k ( ε*k )T
τ Tk ε*k

M k+ 1 = U k+ 1 J k+ 1

（17）

U与 x的初始值分别为 U 0 = U与 x0=w。令 M k+ 1 =M，G=M TM，由此构造拉格朗日观测模

型为

L ( x,λ )= 1
2 xGx+ cT x+ λT (Mx- w )- 1

2 w
Tw （18）

式中M Tw= c，可知上式为近似的凸二次规划模型。
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依据多元函数极值条件：

ì

í

î

ïï
ïï

∂L ( x,λ )
∂x = 0

∂L ( x,λ )
∂λ = 0

，则有

{Gx- c-M T λ= 0
Mx- w= 0

（19）

假设存在K与D，分别满足
ì
í
î

ï

ï

K= G-1M T ( )MG-1M T -1
MG-1- G-1

D= ( )MG-1M T -1
MG-1

，则式（19）的最优解可表示为

x̂= Kc+ DTw （20）
式中 x̂值与 νk相关，若 k → ∞，则 νk接近于零，此时矩阵M的最小特征值也接近于零，因此存在可逆矩阵

M -1，当满足条件

 M k+ 1-M 0 2

 M k+ 1 2

> νk （21）

终止迭代运算，此时模型最优解为重构之后的目标方位

信号。

3 实验仿真

实 验 条 件 与 文 献 [12]相 同 ，假 设 雷 达 脉 冲 重 复 频 率

（Pulse repetition frequency, PRF）为 1 000 Hz，天线转速为

100°/s，扫描范围为-15°~15°，天线方向图由 sinc函数进行

表示，波束宽度为 2.5°。扫描区域内存在 4个点目标，其方位

分别为-1°，-0.5°，0.7°和 0.9°。-C=0.01，μ=0.1。系统噪声

模型采用高斯白噪声，信噪比为 10 dB，目标方位信号与天线

方向图如图 2所示。

回波信号如图 3所示，当目标方位间隔小于一个波束宽

度时，无法通过回波图像进行方位分辨。对此分别采用本文

方法、维纳滤波法、RL法、MAP法、文献[12]方法及 L2范数法

重构目标方位信号。

如图 4所示，当信噪比为 10 dB，目标最小方位间隔为

0.2°时，可计算出本文方法、L2范数法与文献[12]3种方法重构

后相邻目标方位信号间的峰谷差 [20]，因此判定好该 3种方法

均可成功恢复目标方位信号，而采用其他方法重构的方位信

号之间不存在峰谷差，即无法实现方位超分辨。

假设目标方位分别为-1°，-0.5°，0.7°以及 0.8°，此时目

标最小方位间隔（Minimum azimuthal interval, MAI）为 0.1°，
分辨结果如图 5所示。可知，位于 0.7°与 0.8°的重构信号间不

存在峰谷差，即无法实现方位超分辨，由此判断 3种方法的可

分辨的最小方位间隔为 0.2°。
令信噪比为 0dB，其方位分别为-1°，-0.5°，0.7°以及

0.9°，本文方法分辨结果如图 6所示。

图 2 目标方位信号与天线方向图

Fig.2 Target azimuth signals and antenna
pattern

图 3 回波信号（信噪比为 10 dB）
Fig.3 Echo signals (SNR=10 dB)
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图 4 不同方法分辨结果(最小方位间隔 0.2°，信噪比为 10 dB)
Fig.4 The resolution performances of different methods (MAI=0.2°, SNR=10 dB)

图 5 不同方法分辨结果(最小方位间隔 0.1°，信噪比为 10 dB)
Fig.5 The resolution performances of different methods (MAI=0.1°, SNR=10 dB)

图 6 不同方法分辨结果(信噪比为 0 dB)
Fig.6 The resolution performances of different methods (SNR=0 dB)
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如图 6所示，当信噪比为 0 dB时，与 L2范数法及文献[12]
方法相同，本文方法无法实现方位超分辨，依据式（22）分别

计算文本方法与文献[12]方法信号重构误差比（SRER），有

SRER= 10log
 A 2

 -
A - A

2

（22）

其 中 SRER 最 大 ，噪 声 适 应 能 力 越 强 ，分 辨 效 果 越 佳 。

SRER，其中
-
A表示重构信号幅值，A表示原始信号幅度值。

SRER曲线如图 7所示。当信噪比为 22 dB以下时，本文方法

能够获得较大 SERE值，由此证明本文方法在低信噪比具有

更好的噪声适应能力。除噪声适应能力外，分辨倍数（分辨

倍数=波束宽度/可分辨最小方位间隔）为衡量分辨效果的

另一重要指标，本文方法与文献 [10]方法以及文

献[12]方法的分辨结果如表 1所示。

由表 1可知，当信噪比为 0 dB时，文献 [10]方
法可实现方位超分辨，而本文方法与文献 [12]方
法无法实现，因此该情况下应选择文献 [10]方法。

如图 7与表 1所示，当信噪比为 10~20 dB时，本文

方法与文献 [12]方法的分辨倍数均为 12.5倍，优

于文献 [10]方法，同时本文可获取较大的 SRER值，具有更好的噪声适应能力，此时应选择本文方法。

当信噪比大于 20 dB以上时，本文方法与文献[12]方法分辨倍数相同，但文献[12]方法具有较大的 SRER
值，则应选择该方法。

4 结束语

本文提出基于拉格朗日的方位超分辨方法，将超分辨问题转化为约束优化问题。通过对天线方向

图矩阵进行奇异值分解，构造二次规划形式的观测模型。结合 BFGS算法与 Lagrange优化定理计算模

型最优解，完成目标信号重构。本文方法在信噪比为 10~20 dB时，具有良好的方位分辨能力以及噪声

适应能力。
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