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摘 要：模糊粗糙集由于能够处理实数值数据，甚至是混合值数据中的不确定性受到人们的广泛关注，

其最重要的应用之一是特征选择，相关的特征选择方法已有不少研究，但其快速的特征选择算法研究

很少。实际中的数据一般含有噪声点或信息含量低的样例，如果对数据集先筛选出代表样例，再对筛

选的样例集进行数据挖掘便会降低挖掘计算量。本文基于模糊粗糙集，先根据样例的模糊下近似值对

样例进行筛选，然后利用筛选样例的模糊粗糙信息熵构造特征选择的评估度量，并给出相应的特征选

择算法，从而降低了算法的计算复杂度。数值试验表明该快速算法具有有效性，并且对控制筛选样例

个数的参数给出了建议。
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Abstract：Fuzzy rough set theory has been paid much attention since it can be used to deal with the
uncertainty in the real⁃valued data or even the mixed data. One of the most important applications of fuzzy
rough sets is feature selection，and there have existed many related feature selection methods. However，
little attention has been paid on fast feature selection algorithms. Data collected in practice generally include
noises or possess some instances with less information. Considering to previously select representative
instances from the original data set and perform data mining algorithms on the selected instances set，one
may reduce the computation of the algorithms. In view of the advantage of instance selection，the instances
are firstly selected based on fuzzy rough sets according to the values of the fuzzy lower approximation of
instances in this paper. Then，the evaluation measure of feature selection is constructed by using fuzzy
rough set ⁃ based information entropy of the selected instances，and the corresponding feature selection
algorithm is provided to alleviate the computational complexity. Some numerical experiments are conducted
to show the efficiency of the proposed fast algorithm，and the reasonable suggestion of the critical
parameter is given to determine the number of the selected instances.
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引 言

经典的粗糙集理论 [1]是由波兰数学家 Pawlak在 1982年提出的,它是一种处理数据中的不确定性的

有效工具,然而经典粗糙集只能处理符号值(名义值)的数据。模糊粗糙集 [2]作为经典粗糙集的最重要的

推广之一,可以用来处理实数值甚至是混合值的数据。目前,模糊粗糙集已经成功应用于机器学习和

数据挖掘领域 [3],其最受人们关注的应用之一就是特征选择(属性约简)。关于模糊粗糙集特征选择的研

究工作已存在不少 [4⁃10],但其快速的特征选择算法的研究还很少,据作者所知,仅文献[11]在特征选择算

法迭代步骤提供了加速策略，从而减少了算法的计算时间。

实际中的数据一般包含信息量较低的样例或噪声点,如果对样例进行筛选,利用筛选得到的样例

进行挖掘知识将会减少计算的复杂度。文献[12]提供了 3种样例选择的启发式算法,其中之一的算法思

想即选择隶属模糊正域的值不小于给定阈值的那些样例。文献[13]使用一种模糊粗糙度量来刻画样例

的质量并给出了 wrapper式的样例选择方法。文献 [14]针对 k⁃最近邻分类规则提出了一种加权抽样技

术来筛选代表样例。事实上,特征选择和样例选择是相对独立的工作,也有一些文献基于模糊粗糙集

研究特征和样例同时选择的方法 [15⁃18]。例如,文献[18]给出了一个基于频率的启发式算法来交替选取特

征和样例,以达到特征和样例同时被选取的目的。

由于现有的基于模糊粗糙集的特征选择算法的复杂度一般是 O ( n2m 2 ),其中 n为数据集中的样例

个数,m为特征个数。当数据集中有较多的样例时,现有的特征选择算法会消耗大量的计算时间和存储

空间。注意到特征选择和样例选择还有另外一个结合点,即是先对数据进行样例选择,然后利用筛选

的代表样例进行特征选择,从而减少特征选择算法的计算时间。因此,本文是对数据集筛选代表样例

进行特征选择达到加速计算的目的,不同于文献[11]在特征选择算法迭代步骤进行加速的策略,这也为

特征选择的快速算法提供了一种新的思路。

基于文献[12]中样例选择的思想,本文先对样例进行筛选,即筛选那些模糊下近似值不低于给定阈

值的那些样例,然后在文献 [7]的基于模糊粗糙集构造信息熵进行特征选择的工作基础上,只利用筛选

样例的信息熵进行特征选择以降低算法的复杂度,从而提供了一种快速的特征选择算法。数值试验表

明该算法具有有效性,且对筛选样例多少的关键参数给出了合理的建议。

1 预备知识

1. 1 模糊粗糙集

设U是一个论域,F (U × U )为U × U上的模糊幂集。如果 R ∈ F (U × U ),R称为一个在U ×
U上的模糊关系。如果对任意的 x ∈ U有 R ( x,x )= 1,R称为是自反的 ;如果对任意的 x,y ∈ U有

R ( x,y )= R ( y,x ),R称为是对称的 ;如果对任意的 x,y,z ∈ U有 R ( x,y ) ≥ T ( R ( x,z ),R ( z,y ) ),则 R

称为是 T⁃传递的,其中 T为三角范数。另外,如果 R是自反、对称和 T⁃传递的,则称 R是U上的一个模

糊 T⁃相似关系。

文献[2]在模糊 T⁃相似关系 R上给出了模糊集 X ∈ F (U )的一对下、上近似算子:对任意的 x ∈ U

-R X ( x )= inf
y ∈ U

max { 1- R ( x,y ),X ( y ) } (1)
-R X ( x )= sup

y ∈ U
min { R ( x,y ),X ( y ) } (2)

式中：-R X ( x )是对象 x隶属于模糊集 X的确定程度,而-R X ( x )是对象 x隶属于模糊集 X的可能程度,
( -R X,

-R X )称为是 X的模糊粗糙集。

式(1)和式(2)是模糊粗糙集最初的一对下、上近似算子,后来也有不少文献对其进行了推广,而式(1)
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和式(2)是应用最为广泛的一对近似算子,故本文的研究工作也是在其基础之上展开的。

1. 2 模糊信息系统和模糊决策系统

一个模糊信息系统是一个二元组 (U,A ),其中 U={ x1,x2,⋯,xn }为论域 ,xi 为对象 (样例);A=
{ a1,a2,⋯,am }是一个有限非空的属性(特征)集;对于每个 a ∈ A,有一个映射 a:U → Va,Va称为属性 a的

值域,且每个属性 a都可定义一个模糊关系 R { a }。由任意的属性子集 B ⊆ A可定义一个模糊关系 RB=

∩ a ∈ B R { a }。

一个模糊决策系统是一个二元组 (U,A ∪ D ),A ∩ D=∅,其中 (U,A )是一个模糊信息系统,A称

为条件属性集,D={ d }称为决策属性集,d是符号值的属性,成立一个映射 d:U → Vd,且Vd={ d ( x ):
x ∈ U }称为决策属性 d的值域。

在决策属性集D上定义一个等价关系,即
RD={( x,y ) ∈ U × U:d ( x )= d ( y ) }

则 RD产生U的一族划分

U/RD={ [ xi ] D:xi ∈ U }
式中 [ xi ] D={ xj ∈ U:( xi,xj ) ∈ RD }称作是对象 xi所属的决策类。需要指出的是,分明决策类 [ xi ] D的
特征函数为

[ xi ] D ( xj )=
ì
í
î

1 xj ∈ [ xi ] D
0 xj ∉ [ xi ] D

定义 1

[5] 设 (U,A ∪ D )是一个模糊决策系统,U={ x1,x2,⋯,xn },F (U )是 U上的模糊幂集。模

糊集 X ∈ F (U )的基数定义为

| X |= ∑
i= 1

n

X ( xi ) (3)

1. 3 λ⁃信息熵

定义 2

[7] 设 (U,A ∪ D )是一个模糊决策系统,U={ x1,x2,⋯,xn },B ⊆ A。决策属性集 D相对于

条件属性集 B的 λ⁃条件熵定义为

Hλ ( D |B )= -
1
n∑i= 1

n

|| [ xi ] λiB ∩ [ xi ] D log || [ xi ] λiB ∩ [ xi ] D
|| [ xi ] λiB

(4)

式中

[ xi ] λiB ( xj )=
ì
í
î

0 1- RB ( xi,xj ) ≥ λi
λi 1- RB ( xi,xj ) < λi

(5)

是对象 xi关于 B的模糊粒,λi= -RA [ xi ] D ( xi )。

注释 1

[7] 如果 | [ xi ] λiB |= 0且 | [ xi ] λiB ∩ [ xi ] D |=0,在这种情况下,定义

| [ xi ] λiB ∩ [ xi ] D | log || [ xi ] λiB ∩ [ xi ] D
|| [ xi ] λiB

= 0 (6)

定理 1

[7] 设 (U,A ∪ D )是一个模糊决策系统,U={ x1,x2,⋯,xn },C ⊆ B ⊆ A,则
Hλ ( D |C ) ≥ Hλ ( D |B ) (7)

由定理 1知,λ⁃条件熵关于属性子集是单调的。
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2 基于模糊决策系统筛选样例的特征选择算法

本节利用文献[12]的样例选择思想,先对模糊决策系统的样例进行筛选,然后利用筛选样例构造新

的 λ⁃信息熵,并给出相应的特征选择算法。

设 (U,A ∪ D )是一个模糊决策系统,U={ x1,x2,⋯,xn },属性子集 B ⊆ A。对U中每一个对象 (样
例)xi ( i= 1,2,⋯,n ),计 算 对 象 xi 隶 属 其 所 在 决 策 类 [ xi ] D 的 下 近 似 值 λi= -RA [ xi ] D ( xi )。 已 知

-
RA [ xi ] D ( xi )度量了对象 xi隶属 [ xi ] D的确定程度,因此

-
RA [ xi ] D ( xi )的值越小,对象 xi隶属 [ xi ] D的

确定程度越低,这也说明了对象 xi包含的不确定信息越多。在实际中,边界点和噪声点包含更多的不

确定信息,故隶属其所在的决策类的下近似值可能会很小。如果在数据挖掘过程中忽略掉这些有较小

下近似值的样例,那么会减少计算时间。给定阈值 α ∈ [ 0,1 ],记
Uα={ xi:-RA [ xi ] D ( xi ) ≥ α,xi ∈ U,i= 1,2,⋯,n } (8)

为由参数 α确定的 (U,A ∪ D )的筛选样例集。

利用筛选样例集来完成数据挖掘的任务要使最终的结果不能和完整的数据集所得的结果相差太

大,因此阈值 α要合理地选取。α取值大小直接决定了筛选样例的多少。如果筛选样例过多，从而不能

有效地减少计算时间；而筛选样例过少又会损失较多的信息,具体的 α取值建议将在数值试验部分

给出。

定义 3 设 (U,A ∪ D )是一个模糊决策系统,U={ x1,x2,⋯,xn },B ⊆ A,Uα是筛选样例集。决策

属性集D相对于条件属性集 B的Uα⁃λ⁃条件熵定义为

H Uα
λ ( D |B )= -

1
||Uα

∑
xi ∈ Uα

|| [ xi ] λiB ∩ [ xi ] D log || [ xi ] λiB ∩ [ xi ] D
|| [ xi ] λiB

(9)

式中 |Uα |为Uα的基数。

由定义 3易知Uα⁃λ⁃条件熵可以看作是 λ⁃条件熵的一种推广,不同之处在于Uα⁃λ⁃条件熵只考虑筛

选样例的信息熵,而 λ⁃条件熵考虑所有样例的信息熵。因而由定理 1知Uα⁃λ⁃条件熵也是单调的,即对

C ⊆ B ⊆ A有H Uα
λ ( D |C ) ≥ H Uα

λ ( D |B )。应该指出的是注释 1对定义 3同样成立,且由文献 [7]定理 3易
知H Uα

λ ( D |A )= 0恒成立。

定理 2 设 (U,A ∪ D )是一个模糊决策系统 ,U={ x1,x2,⋯,xn },B ⊆ A,Uα 是筛选样例集 ,则
H Uα

λ ( D |B )的最大值为 |Uα |/e。
证明:由文献[7]定理 5易证。

定理 3 设 (U,A ∪ D )是一个模糊决策系统 ,U={ x1,x2,⋯,xn },B ⊆ A,Uα 是筛选样例集 ,则
H Uα

λ ( D |B )= 0当且仅当
-
RB [ xi ] D ( xi )= -RA [ xi ] D ( xi )= λi对任意的 xi ∈ Uα成立。

证明:由文献[7]定理 6易证。

如果一个新的条件属性添加到条件属性子集,则Uα⁃λ⁃条件熵就会单调地减少,从而Uα⁃λ⁃条件熵减

少的值就反映了添加的属性相对条件属性子集的重要程度。

定义 4 设 (U,A ∪ D )是一个模糊决策系统 ,B ⊆ A,Uα 是筛选样例集。对任意的条件属性

a ∈ A\B,a相对于D对 B的Uα⁃重要性定义为

SIGUα

λ
( a,B,D )= H Uα

λ
( D |B )- H Uα

λ
( D |B ∪ { a } ) (10)

利用Uα⁃重要性度量,给出相应的特征选择算法。

541



数据采集与处理 Journal of Data Acquisition and Processing Vol. 34, No. 3, 2019

算法 1 基于模糊决策系统筛选样例的特征选择算法

输入:模糊决策系统 (U,A ∪ D ),U={ x1,x2,⋯,xn },阈值 α;
输出:属性子集 B

① 初始化 Uα=∅。对每一个对象 xi ∈ U,根据式 (1)计算 λi= -RA [ xi ] D ( xi )。如果 λi ≥ α,添加

xi到Uα;

② 初始化 B=∅,H Uα
λ ( D |B )= |Uα |/e;

③ 对每个条件属性 aj ∈ A\B,计算 SIGUα

λ
( aj,B,D );

④ 对 满 足 SIGUα

λ
( aj0,B,D )= max

j
SIGUα

λ
( aj,B,D ) 的 属 性 aj0, 如 果 H Uα

λ ( D |B ∪ { aj0 } ) ≥ 0 且

H Uα
λ ( D |B ) > 0,则添加 aj0到 B中,并返回③;否则转⑤。

⑤ 输出 B并终止算法。

该算法的时间复杂度是多项式级的。实际上,该算法第 1步的时间复杂度为 O ( |U |2 | A | ),第 3步
的时间复杂度至多为 O ( |Uα ||U ||A | )。另外,第 3步至多迭代 |A |次,第 4步的时间复杂度为 O ( | A | )。综

上,算法 1的时间复杂度为O ( |U ||A |( |U |+ |Uα ||A | ) )。

3 数值试验

本节通过一些数值试验对算法 1的有效性进行评估。试验主要使用算法 1搜索 1个特征子集,评估

参数 α对特征选择在特征个数、计算时间及获取精度等方面的影响。为了达到目的,从UCI数据库下载

了 8个数据集,关于数据集的描述如表 1所示。

3. 1 数据预处理和试验设计

对每个数据集,分别用U，A和 D标记论域、条件属性集和决策属性集。如果其中存在一些实数值

的条件属性,则对这些属性的属性值先进行标准化,即对实数值的属性 a ∈ A有

~a ( xi )=
a ( xi )- min

j
a ( xj )

max
j
a ( xj )- min

j
a ( xj )

xi ∈ U (11)

表 1 数据集描述

Tab. 1 Description of data sets

Data set

Wine
Wisconsin diagnostic breast cancer

Libras
Steel plates faults
Cardiotocography
Statlog(Heart)
Horse colic

Credit approval

Abbreviation of
data set

Wine
WDBC
Libras
Steel
CTG
Heart
Horse
Credit

Number of
instances

178
569
360
1 941
2 126
270
368
690

Number of conditional attributes

All

13
30
90
27
20
13
22
15

Real⁃valued

13
30
90
27
20
6
7
6

Nominal

0
0
0
0
0
7
15
9

Number of
classes

3
2
15
7
3
2
2
2
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于是对任意的 xi ∈ U，有
~a ( xi ) ∈ [ 0,1 ]。这里为了符号的简单,仍然用 a标记标准化的条件属性。

试验设计如下 :给定一个预处理过的数据集,用十折交叉验证方法得到试验结果。具体地,所有样

例被平均等分为 10份,每一份轮流作为测试集,剩下的 9份作为训练集。对任意一个训练集中的标准

化条件属性 a，定义一个模糊关系

R { a } ( xi,xj )= 1- |a ( xi )- a ( xj ) | (12)
式中 xi和 xj为该训练集中的对象(样例);若该训练集中有符号值的条件属性 a，则定义

R { a } ( xi,xj )=
ì
í
î

1 a ( xi )= a ( xj )
0 a ( xi ) ≠ a ( xj )

(13)

由此每一个训练集都转化为一个模糊决策系统。利用算法 1在该训练集上对给定的阈值 α选取样

例进而选择特征子集。选择的样例和特征子集用来构造 k⁃最近邻分类器 (其中 k=1,即 1NN)和线性支

撑向量机 (LSVM)，其中分类器的参数均为默认设置。构造好的分类器用来对测试集获取分类精度 (测
试精度)以检验算法 1的有效性。这个过程对每一对训练集和测试集都执行一次,因而最终报告的试验

结果是 10次试验结果的平均值。

这里要指出的是,需对每一个对象得到的模糊下近似值 λi= -RA [ xi ] D ( xi )进行标准化,即

~λ i=
λi- min

j
λ j

max
j
λ j- min

j
λ j

(14)

再令筛选样例的阈值 α取值范围设置为 0到 1,步长为 0.05。对模糊下近似值进行标准化的原因是需要

对所有数据集的 α取值统一标准。

3. 2 试验结果

图 1—4分别描述了各个数据集在不同的阈值 α下选择的样例的平均个数、选择的特征的平均个

数、特征选择的平均时间和获取的平均分类精度。由图 1和图 2很容易看到随着 α值的增加,算法 1选
择的样例和特征的平均个数都单调地减少。此外,实数值的数据集Wine，WDBC，Libras，Steel和 CTG
随着 α趋于 1,选取的样例或特征的平均个数也趋于 0;而对另外 3个混合数据集Heart，Horse和 Credit来
说,当 α趋于 1时选取的样例或特征依然比较多,这也说明了实数值样例的标准化模糊下近似值大多小

图 1 不同阈值 α下筛选样例的平均个数

Fig.1 Average number of selected instances with different threshold values α
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于 1而混合值样例的标准化模糊下近似值大多等于 1,这主要由本文针对实数值和符号值的条件属性所

定义的模糊关系决定。由图 3也容易看到随着 α值的增加,特征选择过程的平均运行时间也大致地单

调减少,尤其对实数值的数据集Wine，WDBC，Libras，Steel和 CTG而言,运行时间在 α大致对应的区间

(0,0.5)上减少得最快。由图 4可以看到,当 α趋于 1时,实数值的数据集Wine，WDBC，Libras，Steel和
CTG获取的分类精度急剧地减少,这是由于 α趋于 1造成选取的样例和特征过少而导致分类器拟合不

足 ;对于混合数据集 Heart，Horse和 Credit,阈值 α的变化对获取的精度并没有太大影响,这是因为变化

的 α使得选取的样例和特征仍然比较多，从而仍能较好地训练分类器。

从试验结果来看,阈值 α的选取至关重要。表 2和表 3中分别列出在 1NN和 LSVM下每个数据集

所对应的最佳阈值及其相应的试验结果。需要指出的是，这里的最佳阈值是获取的分类精度不会显著

图 2 不同阈值 α下选择特征的平均个数

Fig.2 Average number of selected features with different threshold values α

图 3 不同阈值 α下特征选择过程的平均运行时间

Fig.3 Average running time of feature selection process with different threshold values α
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图 4 不同阈值 α下获取的平均分类精度

Fig.4 Average classification accuracy obtained by different threshold values α

表 2 1NN所对应的最佳阈值 α及相应的试验结果

Tab. 2 Best threshold and the related experimental results obtained by 1NN

Data set

Wine
WDBC
Libras
Steel
CTG
Heart
Horse
Credit

Best α

0.15
0.30
0.05
0.10
0.20
1.00
1.00
1.00

Average number of
selected instances

115.4
63.8
318.6
1 542.9
1 507.3
168.8
323.8
509.3

Average number of
selected features

12.8
29.0
71.3
20.9
20.0
8.0
9.9
8.0

Average running time
Time/s
0.18
0.92
52.3
38.75
24.21
0.26
1.35
1.54

Ratio/%
70.7
12.4
98.7
89.7
80.0
58.2
82.5
64.3

表 3 LSVM所对应的最佳阈值 α及相应的试验结果

Tab. 3 Best threshold and the related experimental results obtained by LSVM

Data set

Wine
WDBC
Libras
Steel
CTG
Heart
Horse
Credit

Best α

0.30
0.35
0.25
0.20
0.15
1.00
1.00
1.00

Average number of
selected instances

59.0
45.9
275.3
884.0
1 706.5
168.8
323.8
509.3

Average number of
selected features

12.8
26.0
70.8
20.9
20.0
8.0
9.9
8.0

Average running time
Time/s
0.09
0.64
44.89
22.18
27.17
0.26
1.35
1.54

Ratio/%
35.8
8.7
84.7
51.3
89.8
58.2
82.5
64.3
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低于 α= 0时所获取的分类精度的最大阈值。这里,采用 Paired⁃t检验来验证分类精度的显著不同,其
中显著性水平设为 0.05。另外,表 2和表 3的最后一列指的是最佳阈值下的特征选择时间占 α= 0时特

征选择时间的比例,其值越小则意味着节约的计算时间越多。

综合表 2和表 3可以看出,对几乎所有数据集而言,最佳阈值 α能有效地减少特征选择的计算时间

而且对最终获取的分类精度没有显著影响。进一步地,对于实数值的数据集,合理的阈值 α大概在区间

[0.1,0.3]附近选取;对于混合数据集,阈值 α可取为 1。

4 结束语

本文提出了一种基于模糊粗糙集的快速特征选择算法,其思想是对样例先进行筛选，然后在筛选

样例上进行特征选择。具体地,基于文献 [12]的样例选择的思想,本文对模糊决策系统先进行样例筛

选,即选择模糊下近似值不低于给定阈值 α的那些样例,然后定义了筛选样例的单调信息熵用来作为特

征选择的评估度量,并给出了相应的特征选择算法。试验结果表明本文提出的特征选择算法能有效减

少计算时间且不会明显降低特征子集所得的精度,另外也分别针对实数值的数据集和混合数据集给出

了控制筛选样例个数的阈值 α的建议。
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