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摘 要：针对传统 Duffing振子检测系统在正向相变时容易受过渡带影响并且噪声对检测系统也会产

生 影 响 的 问 题 ，提 出 融 合 高 阶 累 积 量 和 Duffing振 子 的 逆 相 变 混 沌 检 测 方 法 。 该 方 法 首 先 利 用

Lyapunov指数方法计算检测系统的临界阈值 γd，令检测系统的周期策动力为 γd，其次对待检信号通过

计算其高阶累积量进行预处理，能够降低噪声功率，并得到谐波信号的幅度变化规律；然后，将经过预

处理的待检信号输入至检测系统，利用 Lyapunov指数得到在逆相变发生时对应的周期策动力幅值；最

后，根据逆相变发生前后所对应的周期策动力幅值之差，计算出待检信号的幅值及检测信噪比。仿真

实验结果表明所提方法可用于-50.97 dB信噪比下微弱正弦信号的检测，相比较传统的 Duffing振子检

测系统具有较好的检测效果。
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Abstract：In order to solve the problems that the traditional chaotic detection system is easily affected by
the transition zone and the detection system is affected by the noise，an inverse phase transition chaos
detection method based on high⁃order cumulants and Duffing oscillator is proposed. Firstly，the Lyapunov
index method is used to calculate the critical threshold γd of the detection system，so that the the periodic
driving force of the detection system is equal to γd. Secondly，the signal to be detected is preprocessed by
calculating its high⁃order cumulant，which can reduce the noise power and obtain the amplitude variation of
the harmonic signal. Then，the processed signal to be detected is input to the detection system，and the
Lyapunov index is used to get the periodic driving force amplitudes corresponding to the reverse phase
change. Finally，the amplitude of the signal to be detected and the detected signal ⁃ to ⁃ noise ratio are
calculated according to the difference of the amplitude of the periodic driving force before and after the
inverse phase transition. Simulation results show that the proposed method can be used for the detection of
weak sinusoidal signals with a signal⁃to⁃noise ratio of -50.97 dB，which has a better detection effect than
the traditional Duffing oscillator detection system.
Key words: signal processing; Duffing oscillator; weak sinusoidal signal; Gaussian white noise; reverse
phase change; Lyapunov characteristic index
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引 言

近年来，信息科学发展迅速，提取真实世界的信息是它的重要任务之一，比如在控制工程、通信、军

用电子和其他范畴的应用中，总是需要根据某种规律来确定微弱周期信号 [1]（即有用信号）是否存在。

通常所提的微弱周期信号不仅指幅度很小的信号，也指存在于噪声背景下的信号。在实际工程应用

中，有用信号的幅度和噪声信号相比要小得多，因此对有用信号进行检测是一个难题，为此人们进行了

长期的研究。以往人们所研究的微弱周期信号检测方法是通过消除噪声 [2]或应用滤波，例如小波分

析 [3⁃4]、相关积分等，但这些方法在信噪比较低时容易失效并且对有用信号有一定的损害。目前使用比

较频繁的方法是Duffing振子混沌检测系统，不同于以往方法的是它对有用信号进行提取时并未对噪声

进行抑制 [5⁃7]。当应用 Duffing振子混沌检测系统对微弱周期信号进行检测时，因为 Duffing振子对微弱

周期信号特别敏感，使其易于检测有用信号；同时 Duffing振子对噪声信号免疫，所以可以使用 Duffing
振子混沌检测系统来完成对混杂在噪声中的微弱有用信号的检测。

应用Duffing振子混沌系统检测有用信号的前提条件是确定系统相变的阈值，这直接决定该检测系

统的有效性和准确性。文献[8]通过直接观察相轨迹图来确定相变阈值（即临界阈值），缺乏量化判断依

据。文献 [9]所给出的定量检测手段，是在忽略噪声影响的前提下实现的，而实际上噪声会对检测系统

有一定的影响。文献[10]所提出的微弱周期信号检测方法的可检信噪比为-33.2 dB，但在更低的信噪

比情况下不一定能检测出微弱周期信号或者对检测结果形成误判。文献[11]所构造的检测系统仿真模

型，虽然该仿真模型能够检测出被覆盖在强噪声中的微弱周期信号，获得了相对满意的仿真效果，但这

种仿真模型是针对频率 ω=1 rad/s进行检测的，没有讨论待检信号角频率 ω≠1 rad/s的情况。上述文

献均是基于正向相变检测（从混沌状态到大尺度周期状态），但正向相变在由混沌状态跃迁为大尺度周

期状态时极其容易受到过渡带影响。

根据以上所提到对微弱周期信号检测的不足，提出 Duffing振子逆相变的检测方法，同时给出了改

进后的检测系统仿真模型。改进后的仿真模型可以检测出任意已知频率的微弱周期信号，并利用最大

Lyapunov特性指数得到检测系统产生相变的临界阈值，然后将改进后的 Duffing振子混沌检测系统与

高阶累积量相结合，通过求待检信号的高阶累积量对角切片能够降低噪声对系统的影响。通过理论分

析和仿真实验，证明该方法可以检测出任意已知频率的微弱周期信号，其检测信噪比约-50.97 dB。

1 基于 Lyapunov指数的微弱信号检测原理

1. 1 Duffing振子检测原理

为了检测微弱周期信号，构造一个对微弱周期信号极其敏感的检测系统是非常有必要的，这是信

号检测的前提条件。近几年常用的是著名的由 Duffing方程构成的 Duffing振子混沌检测系统。其形式

如式(1)所示。

ẍ (t)+ kẋ (t)+ αx (t)+ βx3 (t) = γcos (ωt) (1)
式中：k为检测系统的阻尼系数，αx(t)+βx3(t)为检测系统的非线性项，γcos(ωt)为检测系统的内置周期策

动力，γ 和 ω 分别为其幅度和频率。

为了检测微弱周期信号，应用的是对式(1)改进后的Duffing系统方程 [12]，表达式为

ẍ (t)+ kẋ (t)- x3 (t)+ x5 (t) = γcos (ωt) (2)
为了说明式(2)所对应Duffing系统的工作原理，在 k取定值 0.5，ω=1 rad/s的情况下，当内置周期策

动力幅值 γ 产生变化时检测系统状态输出相图也会随之改变，依次为同宿轨道状态、分叉状态、混沌状

态、大尺度周期状态。当 γ=0时，检测系统会出现两个焦点(+1,0)，(-1,0)和一个鞍点(0,0)，系统的相

224



冀常鹏 等：改进的Duffing振子逆相变弱信号检测

点最终会停在这两个焦点中的一个；随着周期策动力 γ 的继续加大，且当 γ大于混沌阈值 γc 时，系统会

出现混沌状态，系统的输出相图会在之后的一段时间内仍然保持这一状态，此时再增加周期策动力幅

值 γ 使其大于另一阈值 γd 时，检测系统的状态就会发生改变即变成大尺度周期状态。系统的输出相图

在这两个状态的差异非常明显，所以一般选取检测系统的输出相图从混沌状态向大尺度周期状态的转

变来检测微弱信号。

Duffing振子混沌系统传统的检测方法是：调整内置周期策动力的幅值 γ=γd，这一时刻检测系统

输出相图为临界状态；之后把淹没在噪声中的微弱周期信号作为内置周期策动力的补充加入到检测

系统中，如果微弱周期信号是与内置周期策动力同频的且叠加后的幅值超过临界阈值 γd，那么检测

系统的输出相图就会呈现大尺度周期状态，故能够通过相图是否发生变化来检测微弱周期信号的

存在。

由于正向相变检测（混沌状态到大尺度周期状态）容易受到过渡带的影响，因此提出逆相变检测。

先调整内置周期策动力幅值 γ 为临界

阈值 γd，使检测系统的输出轨迹相图呈

现临界状态。之后把待检信号传进到

检测系统中，若待检信号中存在和内置

周期策动力频率一样相位相反的微弱

信号，那么相加后的幅值就会比 γd 小，

检测系统的输出轨迹相图就会变为混

沌状态，即产生了逆相变，从而可以检

测出微弱有用信号。检测系统由临界

状 态 转 变 为 混 沌 状 态 的 相 图 如 图 1
所示。

1. 2 基于 Lyapunov指数计算临界阈值

Duffing振子混沌系统检测微弱周期信号的前提是确定临界阈值 γd，目前确定临界阈值的方法有直

接观察相轨迹图法、Melnikov方法 [13]和 Lyapunov特性指数方法。采用直接观察相图法的缺点是如果仿

真时间过短会造成误判，很有可能会把仿真时刚开始呈现的形态错认为周期状态，如果再增加仿真时

间才会呈现混沌状态，但如果加长仿真时间则会降低工作效率；基于Melnikov方法来计算临界阈值的

准确性比较低并且误差也比较大；所以采用基于 Lyapunov特性指数来准确计算临界阈值 γd，这是一种

定量的判断标准，便于实际应用。利用 Lyapunov指数判定检测系统从混沌状态转变到大尺度周期状态

的原理是：当 Lyapunovmax>0时，Duffing振子检测系统输出混沌状态的相轨迹图；当检测系统的 Lyapu⁃
novmax>0跳变为 Lyapunovmax<0时，检测系统的输出相轨迹图由混沌态转换为大尺度周期态，这一时

刻所对应的内置周期策动力幅值即为所求的临界阈值。

ì

í

î

ïï

ïï

ẋ= y

ẏ=-ky+ x3 - x5 + γcos( z )
ż= 1

(3)

Duffing方程形成的是一个二维非自治系统，采用变量代换令 z=t将其改成相应的三维自治系统，

故将式(2)改写为式(3)。其线性变分方程为

F
·
= J × F (4)

图 1 Duffing振子检测相图

Fig.1 Duffing oscillator detection phase diagram
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式中 Jacobi矩阵 J=
é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

0 1 0
3x2 - 5x4 -k -γsin ( z )

0 0 0
。

然后再对 F进行QR分解，即

F= QR (5)
式中：Q为一个正交矩阵，R为一个上三角矩阵。将式(5)代入式(4)得到

QR+
·

Q R
·
= JQR (6)

在式(6)的等式两端左乘QT，右乘 R-1可得

QT Q
·
+ R R

·
= QT JQ (7)

因为Duffing振子系统是一个连续系统，Geist等人结合 Lyapunov特性指数定义 [14]证明出

λi= lim
t → ∞

1
t
ln [ R ii ( t ) ] (8)

由以上的推导过程，基于 Lyapunov特性指数计算临界阈值 γd 的具体步骤如下：

（1）给定时间步长；

（2）选取内置周期策动力幅值 γ 的范围，修改其步长 Δγ；
（3）计算每次迭代中的 J，Q；

（4）对每次出现的 F进行QR分解；

（5）计算 R
·
/R ii=(QT JQ )ii；

（6）计算每次的 LCE i= LCE i+( ln ( R ii ))′；
（7）找到最大的 LCEmax；
（8）如果 LCEmax>0，就返回步骤(2)，反之跳出循环，就可以得到临界阈值 γd。

在初始值设置完成并计算出临界阈值 γd 之后，将待检信号作为内置周期策动力的补充输入到

Duffing振子检测系统得到输出时间序列，基于 FFT算法来获取该模型输出时间序列的平均周期；再将

模型的输出时间序列，通过 C⁃C方法来计算延迟时间和嵌入维数并进行相空间重构；最后利用重构的

相空间，再次计算检测系统的最大 Lyapunov特性指数，因为运用的是逆相变过程，所以是通过判断检测

系统的最大 Lyapunov指数是否小于零。如果其值小于零，就调整周期策动力的幅值，并且重新计算调

整后的 Lyapunov特性指数，直到某一时刻所对应的最大 Lyapunov特性指数刚好由小于零变成大于零，

这样就计算出输入待检信号后新的周期策动力幅值 γd ′。

2 改进方法

2. 1 Duffing方程改进

上述过程讨论了微弱周期信号频率 ω=1 rad/s的情况，但所要检测的微弱周期信号频率不都为

1 rad/s。所以有必要对方程进行改进，使得改进后的方程能够检测频率不是 1 rad/s的微弱周期信号。

对式(2)进行改进，暂不考虑待检信号。如

ẍ ( t )= -ωkẋ ( t )+ ω2 [ x3 ( t )- x5 ( t )+ γcos(ωt ) ] (9)
写成状态方程

ì
í
î

ẋ= ωy

ẏ= ω [ -ky+ x3 - x5 + γcos(ωt ) ]
(10)
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根据式(10)所构造的 Simulink仿真模型如

图 2所示。

在图 2的仿真模型中，Fcn是函数发生器，

Sine wave可以生成内置周期策动力，Add 1，
Add 2是加法器；Integrator 1,Integrator 2是积

分器；Gain 1,Gain 2是增益器；XY Graph是相

轨迹显示器。下面讨论测量不同的待检频率

ω 值，临界阈值是否受到影响。

讨论 Duffing方程 ẍ ( t )+ kẋ ( t )- x3 ( t )+
x5 ( t )= γcos( t )，现令 t=ωτ，则

ì

í

î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

x ( t )= x (ωτ )

ẋ ( t )= dx ( t )
dt = dx (ωτ )

d (ωτ ) =
1
ω
· dx (ωτ )d ( τ ) = 1

ω
·ẋ (ωτ )

ẍ ( t )= d é
ë
ê

ù
û
ú

1
ω
·ẋ (ωτ ) /d (ωτ )= 1

ω2
·ẍ (ωτ )

(11)

然后将式(11)代入Duffing方程中，可以得到系统方程为

1
ω2
ẍ (ωτ )+ k

ω
·ẋ (ωτ )- x3 (ωτ )+ x5 (ωτ )= γcos(ωτ ) (12)

可见此时式 (12)是以时间尺度 τ 为自由变量的一个方程，由以上的推导过程可以看出 Duffing振子

混沌检测系统中的参数 ω 对临界阈值没有影响，若待检信号频率不等于 1 rad/s，只要通过调整模型中

的 ω 即可。比如当想测量 ω=10 rad/s的微弱周期信号时，只需要在模型中将放大器 Gain 1的放大倍

数设置为 100，放大器 Gain 2中放大倍数设置为 5即可，表明给出的模型可以检测任意已知频率的微弱

信号。

2. 2 噪声对检测系统的影响

在检测过程中是基于混沌系统对微弱周期信号的敏

感并且对噪声免疫的特性，因此在检测微弱信号时经常会

忽视噪声对系统的影响，但经过大量的实验发现噪声会使

检测系统的相轨迹图变得粗糙，如图 3所示。并且当噪声

功率比较大时即使待检信号里含有微弱周期信号也不能

被检测出来。

为了提高检测系统的性能，可以先对信号进行预处

理，即通过求待检信号的高阶累积量 [15]降低噪声功率之

后，再作为周期策动力摄动输入到检测系统。那么需要保

证待检信号经过抑制高斯白噪声之后，信号的特征并未发

生变化或者按照已知的可逆的规律改变，才能从所测得的

信号参量中恢复出抑制高斯白噪声之前的原始有用的微弱周期信号（谐波信号），从而达到信号检测的

目的。

待检信号 y(n)=x(n)+s(n)，表达式 y(n)中的 s(n)为高斯白噪声，x(n)为要检测的微弱周期信号。具体

情况分析如下：

图 2 Simulink仿真模型

Fig.2 Simulink simulation model

图 3 噪声对检测系统影响

Fig.3 Influence of noise on detection system
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（1）高斯白噪声的二阶累积量不为零，但是其三阶和四阶累积量等于零；

（2）微弱周期信号的二阶和四阶累积量不为零，然而其三阶累积量等于零。

通过上面的分析可知不能利用二阶累积量和三阶累积量。只可以利用四阶累积量，四阶累积量对

噪声的抑制非常明显，但仅仅对噪声有抑制作用是远远不够的，还必须保证对信号无根本上的影响。

下面探讨四阶累积量对微弱周期信号和高斯白噪声的影响。

取 x=[x1, x2, …, xk]T为一个随机矢量，并且 s=[s1, s2, …, sk]T，因此随机矢量 x的第一特征函

数 [16]（即矩生成函数）为

Φ ( s1,s2,⋯,sk )= E { exp( s1 x1 + s2 x2 +⋯+ sk xk ) }= E { exp( sT x ) } (13)
由式(13)可得到 x的累积量生成函数表达式为

Ψ ( s1,s2,⋯,sk )= lnΦ ( s1,s2,⋯,sk ) (14)
x的(v1, v2, … , vk)阶矩和累积量分别可由第一特征函数和累积量生成函数在 sv11 , sv22 , …, svkk 处进行

泰勒级数处展开得到，即

mv1,v2,⋯,vk=
|

|
||

∂vΦ ( s1,s2,⋯,sk )
∂sv11 ∂sv22 ⋯∂svkk s1 = s2 =⋯= sk= 0

= E { xv11 xv22 ⋯xvkk } (15)

cv1,v2,⋯,vk=
|

|
||

∂vΨ ( s1,s2,⋯,sk )
∂sv11 ∂sv22 ⋯∂svkk s1 = s2 =⋯= sk= 0

(16)

式中满足 v= v1+v2+…+vk。
在 v1=v2=…=vk=1的条件下，随机矢量 x的矩和累积量分别等于

ì
í
î

mk= m 1,1,…,1 = mom ( x1,⋯,xk )
ck= c1,1,…,1 = cum ( x1,⋯,xk )

(17)

随机过程的高阶矩和高阶累积量便是基于式(17)进行定义的。

定义：若{x(n)}为一个 k阶随机过程，则其 k阶矩和 k阶累积量分别为

ì
í
î

mkx ( τ 1,τ 2,⋯,τ k- 1)= mom { x ( n ),x ( n+ τ 1 ),⋯,x ( n+ τ k- 1) }
ckx ( τ 1,τ 2,⋯,τ k- 1)= cum { x ( n ),x ( n+ τ 1 ),⋯,x ( n+ τ k- 1) }

(18)

根据式 (18)可知，随机过程的 k阶矩和 k阶累积量即为 x1=x(n), x2=x(n+τ1), …, xk=x(n+τk-1)之
后的随机矢量[x(n), x(n+τ1), …, x(n+τk-1)]T在 v1=v2=…=vk=1条件下的矩和累积量。

依据该定义，可以得到随机过程{x(n)}的 k阶矩和 k阶累积量，如式(19—22)所示。

m 1x= c1x= E { x ( n ) } (19)
ì
í
î

m 2x ( τ 1 )= E { x ( n ) x ( n+ τ 1 ) }= r x ( τ 1 )
c2x ( τ 1 )= m 2x ( τ 1 )- m 2

1x
(20)

ì

í

î

ïï

ïï

m 3x ( τ 1,τ 2 )= E { x ( n ) x ( n+ τ 1 ) x ( n+ τ 2 ) }
c3x ( τ 1,τ 2 )= cum { x ( n ),x ( n+ τ 1 ),x ( n+ τ 2 ) }=

m 3x ( τ 1,τ 2 )- m 1x [ m 2x ( τ 1 )+ m 2x ( τ 2 )+ m 2x ( τ 1 - τ 2 ) ]+ 2m 2
1x

(21)

ì

í

î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

m 4x ( τ 1,τ 2,τ 3 )= E { x ( n ) x ( n+ τ 1 ) x ( n+ τ 2 ) x ( n+ τ 3 ) }
c4x ( τ 1,τ 2,τ 3 )= cum { x ( n ),x ( n+ τ 1 ),x ( n+ τ 2 ),x ( n+ τ 3 ) }=
m 4x ( τ 1,τ 2,τ 3 )- m 2x ( τ 1 )m 2x ( τ 3 - τ 2 )- m 2x ( τ 2 )m 2x ( τ 3 - τ 1 )- m 2x ( τ 3 )m 2x ( τ 2 - τ 1 )-
m 1x [ m 3x ( τ 2 - τ 1,τ 3 - τ 1 )+ m 3x ( τ 2,τ 3 )+ m 3x ( τ 1,τ 3 )+ m 3x ( τ 1,τ 2 ) ]-
m 2
1x [ m 2x ( τ 1 )+ m 2x ( τ 2 )+ m 2x ( τ 3 )+ m 2x ( τ 3 - τ 1 )+ m 2x ( τ 3 - τ 2 )+ m 2x ( τ 2 - τ 1 ) ]- 6m 4

1x

(22)
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设 x ( n )= ∑
m= 1

p

amcos(ωmn+ ϕm )为一谐波过程，根据四阶累积量的计算公式可得其计算结果为

c4x ( τ 1,τ 2,τ 3 )= -
1
8 ∑m= 1

p

a4m cos [ ωm (-τ 1 + τ 2 + τ 3 ) ]-

1
8 ∑m= 1

p

a4m cos [ ωm ( τ 1 - τ 2 + τ 3 ) ]-
1
8 ∑m= 1

p

a4m cos [ ωm ( τ 1 + τ 2 - τ 3 ) ]+

1
8 ∑i= 1

p

∑
j= 1

p

∑
k= 1

p

∑
l= 1

p

ai aj ak al [ (ωjτ 1 + ωkτ 2 + ωlτ 3 )+(-ϕi+ ϕj+ ϕk+ ϕl ) ] +

1
8 ∑i= 1

p

∑
j= 1

p

∑
k= 1

p

∑
l= 1

p

ai aj ak al [ (-ωjτ 1 + ωkτ 2 + ωlτ 3 )+( ϕi- ϕj+ ϕk+ ϕl ) ] +

1
8 ∑i= 1

p

∑
j= 1

p

∑
k= 1

p

∑
l= 1

p

ai aj ak al [ (-ωjτ 1 + ωkτ 2 + ωlτ 3 )+(-ϕi- ϕj+ ϕk+ ϕl ) ]

(23)

当不存在频率耦合时，只有前 3项，如式(24)所示。

c4x ( τ 1,τ 2,τ 3 )= -
1
8 ∑i= 1

p

α4i [ cosωi ( τ 1 - τ 2 - τ 3 ) +cosωi ( τ 2 - τ 3 - τ 1 ) +cosωi ( τ 3 - τ 2 - τ 1 ) ] (24)

但是由式 (24)可以看出此时四阶累积量的计算仍然非常复杂。因此为了方便计算同时不能损失有

用信息，经常通过计算其对角切片。四阶累积量对角切片 [17]实际上是让 c4x(τ1,τ2,τ3)表达式中 τ1=τ2=τ3=
τ 所得的四阶累积量，简化表示为 c4x(τ)，将 τ1=τ2=τ3=τ 代入式(24)得到

c4x ( τ )= -
3
8 ∑m= 1

p

a4mcos(ωmτ ) (25)

s(n)为一高斯过程，根据表达式(19—22)并结合高斯过程的特点，能够证明其矩和累积量为

m 1s= E { s ( n ) }, m 2s ( τ )= r s ( τ ), m 3s ( τ 1,τ 2 )= 0, m 4s ( τ 1,τ 2,τ 3 ) ≠ 0 (26)
c1s= E { s ( n ) }, c2s ( τ )= r s ( τ )- m 2

1s, cks ( τ 1,τ 2,…,τ k- 1) ≡ 0,k= 3,4 (27)
从式(27)可以看出，高斯过程的四阶累积量为零。

由高阶累积量的性质可知

c4y ( τ )= c4x ( τ )+ c4s ( τ )= -
3
8 a

4
mcos(ωt ) (28)

由以上分析可以看出，四阶累

积量对角切片对微弱周期信号的影

响只是幅度的影响，并且知道幅度

变化的规律，但经过计算四阶累积

量可以使高斯白噪声得到抑制，所

以可以利用求待检信号的四阶累积

量对角切片来消除高斯白噪声对检

测系统的影响，从而可以提高检测

信噪比。然后再通过谐波信号幅度

变化式 (28)来计算实际的谐波信号

幅度。

基于以上分析本文检测系统的

设计方案如图 4所示。

图 4 检测系统总体方案

Fig.4 Overall plan of detection system
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3 仿真实验

根据上述讨论，首先取 k=0.5，不加入待检信号，先计算临界阈值。然后按照求临界阈值的方法，设

置时间步长 h=0.01，初值设置成（0,0,0），初始周期策动力幅值取 0.720，迭代步长 Δγ=0.001，以上参

数全部设置完成后开始运行程序，结果见图 5。
运行程序求得 γd =0.732 0。将基于 Lyapunov指数求得的临界阈值所用时间和另两种方法进行比

较，结果如表 1所示。

由表 1可以看出，基于 Lyapunov指数求临界阈值不仅精确度比较高，所用时间也最短，再一次说明

了 Lyapunov的高效性和准确性。

在求出临界阈值 γd 之后将待检信号 y(t)=x(t)+ s(t)作为周期策动力的补充加入到检测系统。其

中，x(t)有 3种情况，分别为 x1(t)=0.01cos(2πt)，x2(t)=0.02cos(2πt)，x3(t)=0.05cos(2πt)。 s(t)是均值为 0、
方差为 2.5的高斯白噪声（Noise⁃92[18]），3组实验均基于MATLAB平台进行仿真。具体过程如下：

（1）先对待检信号进行预处理即通过计算待检信号的四阶累积量对角切片，此处理方法可以很好

地滤除高斯白噪声。

（2）在仿真模型中，先不输入经过处理的待检信号，只加入内置周期策动力，设置其幅值 γ=γd =
0.732 0，此时检测系统的输出相图是临界状态。

（3）将经过处理后的待检信号作为周期策动力的补充加入到逆相变检测系统中，此时检测系统输

出相图就会变成混沌状态。经过对检测系统的输出时间序列进行相空间重构并再次计算检测系统的

最大 Lyapunov指数，求出当最大 Lyapunov指数由小于零到大于零符号转变的那一刻所对应的策动力

幅值 γd ′，微弱信号为 x1(t)时所对应的 γ1d ′=0.732 000 003 72，通过计算可得输入信号幅值A1为 3.72×
10-9；微弱信号为 x2(t)时所对应的 γ2d ′=0.732 000 053 117，通过计算可得输入信号幅值 A2为 5.311 7×
10-8；微 弱 信 号 为 x3(t)时 所 对 应 的 γ3d ′ =0.732 002 517 1，通 过 计 算 可 得 输 入 信 号 幅 值 A3 为

2.517 1×10-6。
（4）由输入信号幅值为A=0.375a4，可以分别求出待检信号幅值 a1，a2，a3。和用基于正相变未进行

高阶累积量预处理的直接观察法得到的幅度估计值进行对比，结果如表 2所示。由表 2可看出本文方

法和直接观察法相比对待检信号幅值的估计结果相对误差更小。

（5）计算最低信噪比 SNR= 10log 0.01
2/2

2.52 =-50.97 dB。

要检测信号的原始波形和含有噪声的信号波形以及抑制高斯白噪声之后的信号波形如图 6所示。

表 1 3种方法结果比较

Tab. 1 Comparison of three methods

方法

相轨迹观察法

Melnikov 方法

Lyapunov指数方法

所求 γd
0.732 0
0.702 8
0.732 0

所用时间 t/s
201.385
153.036
90.572图 5 周期策动力幅值 γ和最大 Lyapunov指数的关系图

Fig. 5 Relationship between the amplitude of periodic
power γ and the maximum Lyapunov index
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由图 6可以看出，对待检信号进行求四阶累积量一维切片可以消除高斯白噪声的影响，使噪声的功

率降低，从而提高检测的信噪比。这里有一个问题，在实际工程应用中所检测的微弱周期信号幅值根

本达不到 10-2，量级一般为 10-7或 10-8，此时的检测系统不可以直接用来检测这样的信号，由前面的推

导过程，10-2的信号经过计算四阶累积量之后，就变为 10-8。但是可以先将处理后的待检信号经过一

个信号放大器，这样幅度就得到了放大，之后再加入到检测系统进行检测。

然后将没有经过处理的待检信号也加入到逆相变的检测系统中，发现检测系统的状态没有发生变

化仍然是临界状态。将经过处理后的待检信号输入到逆相变系统，此时检测系统的输出相图由临界状

表 2 两种方法幅值估计结果

Tab. 2 Amplitude estimation results of two methods

信号

x1(t)
x2(t)
x3(t)

待检信号幅值真实值

0.01
0.02
0.05

本文方法估计结果

0.009 98
0.019 40
0.050 90

相对误差/%
2.0
3.0
1.8

直接观察法估计结果

0.010 7
0.018 5
0.047 2

相对误差/%
7.0
7.5
5.6

图 6 信号波形

Fig.6 Waveform of the signal
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态变成混沌状态，结果如图 7所示。由图 7可以看出，经过处理后的待检信号可以被有效地检测。在这

之后又进行多次实验再次证明了本文所提方法的有效性。将待检信号没有被处理和经过处理的检测

结果进行比较，结果如表 3所示。由表 3能够看出和没有经过计算高阶累积量的传统 Duffing振子检测

系统相比，本文所提出的方法可以检测更低信噪比条件下的微弱信号。

4 结束语

本文是将常规的微弱信号检测方法（高阶累积量）和 Duffing振子方法相结合并且基于逆相变对微

弱信号进行检测。首先选取的是改进后的仿真模型，该仿真模型可以检测任意已知待检信号频率，在

推导出仿真模型中的相关参数和待检信号频率之间的关系后设置该待检信号所对应的参数值。然后

基于最大 Lyapunov指数得到检测系统的临界阈值，该方法提高了求解临界阈值的速度和精确性；确定

临界阈值后将待检信号输入到检测系统中进行检测，此时的待检信号是经过处理的已经降低了噪声对

检测系统的影响。最后的仿真结果证明所提方法可以有效检测出被强噪声淹没的微弱信号，为检测任

意未知的微弱信号提供出新的思路。
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