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实现对
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信号的快速稀疏分解

欧国建$

!

F

!

张淑芳F

!

邓剑勋F

!

蒋清平$

$

$C

重庆大学飞行器测控与通信教育部重点实验室!重庆!

&%%%&&

%

FC

重庆电子工程职业学院软件学院!重庆!

&%$))$

&

摘
!

要!针对传统稀疏分解算法致使冗余字典中原子数量巨大的缺陷!提出一种线性调频信号的快速

稀疏分解算法"这种算法根据线性调频信号本身的特点构建冗余字典中的原子!构建了两个冗余字典!

通过级联的方式!完成了线性调频信号的快速稀疏分解"通过分析!采用这种级联的方式使得总的原子

数量远小于一个冗余字典中的原子数量"在利用第一个冗余字典进行稀疏分解时!该算法通过快速傅

里叶变换寻找最大值在另一个冗余字典中同时得到最匹配的原子"实验结果证实这种算法比其他
)

种

采用单一冗余字典的稀疏分解算法!不仅加快了稀疏分解速度!而且具有更好的收敛性"
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多项式相位信号在雷达'声呐'地震波和无线通信等领域都有广泛的应用(

$'G

)

*作为一种多项式相
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位信号!线性调频信号$
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WPZ

&也出现在这些科学和工程领域*对于固定的接收机!

WPZ

信号可用来估计移动目标的运动轨迹%另外!在一定条件下!它也提供了一种成功的数字调制方

法*由于它的广泛应用!很多研究者都比较关注于它的检测与参数估计!也提出了很多理论与方

法(

('$F

)

!这些方法中有些研究者提出了用稀疏分解来实现对
WPZ

信号的参数估计!比如文献(

H

)使用

S5K13

原子实现对
WPZ

信号的参数估计!其运算量大!在确定了最匹配的原子后!需采用
1̀2

A

M

变换

对处于直线分布的原子进行参数提取!这种变换也进一步加大了运算量*另外采用
S5K13

原子来实现

WPZ

信号的稀疏分解!从结果来看!它的稀疏度并不高!并不利于对
WPZ

信号的参数估计*文献(

$$

!

$F

)采用了与
WPZ

信号结构相同的
+M<3

E

6@8

原子来实现对
WPZ

信号的稀疏分解!然而它的运算量依然

很大!其复杂度为
!

$

"

F

&*

贪婪方法和凸松弛方法是信号稀疏分解的两类主要分解方法!前者的主要代表是匹配追踪

$

Z58:M<4

AE

23=2<8

!

Z?

&

(

$)

)

!后者为基追踪$
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*不论是贪婪方法或者凸松弛方法!

过完备字典中原子都存在数量巨大的问题!从而出现较高的计算复杂度*许多研究者为了提高稀疏分

解速度!提出了相应的智能算法!比如遗传算法和粒子群算法(

$D'$G

)

!然而由于这些智能算法中存在一定

的随机性!因此它们在某些应用场合可能并不适用!并且即使采用了这些智能算法!其分解速度也有待

进一步的提高*另外!基于原子集合划分的快速算法也被一些研究者提出(

$(

)

!虽然!随机性问题在这类

快速算法中不存在!但这类快速算法主要以
S5K13

原子为研究对象!以减少原子库中原子数量为目的!

收敛速度和稀疏分解速度仍然需要进一步的提高*还有一些研究者利用分数阶傅里叶变换对多项式相

位信号进行稀疏分解(

F%

!

F$

)

!虽然分数阶傅里叶变换对多项式相位信号具有能量聚集特性!能反映出信号

在时域和频域的信息!但它在稀疏分解中仍然面临过完备字典中原子数量庞大的问题*

为了减少冗余字典中的原子数量!加快
WPZ

信号稀疏分解速度!同时提高稀疏分解的收敛速度!

本文提出了一种
WPZ

信号快速稀疏分解算法*这种算法采用级联字典的方式!在每个字典中!其原子

结构更接近于
WPZ

信号!并利用快速的傅里叶变换!极大加快了
WPZ

信号的稀疏分解和它的收敛速度*

这种方法通过实验结果证实!不仅稀疏分解速度快'稀疏度高!而且有利于
WPZ

信号的参数估计*
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信号的稀疏分解

稀疏分解就是信号用较少的原子通过线性组合来表示(
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!
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!它的模型表达为
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*对于式$

$

&的求解!只能用组

合方法!需要系统地检验所有项的潜在组合!这是非确定性问题$

#14

'

>@8@3N<4<=8<:

E

16

L

41N<56

!

#?

&难

的组合优化问题*为了解决该问题!

Z56658

和
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提出了利用贪婪技术的匹配追踪算法(
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*匹配追

踪的具体做法为"设定初始残余信号
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%

#

等于
#

!接着计算
'

%

#

与冗余字典
!

中所有原子的内积!并在

这些内积中寻找最大内积的原子!通过该原子得到分解系数
"
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!然后计算下一步残余信号
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和逼近*
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步!求解
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!同时计算新的残余信号
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由于
S5K13

原子频率不随时间变化!对于
WPZ

信号的稀疏分解!采用时频域内聚集性好的
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E

6@8

原子通过稀疏分解更有利于
WPZ

信号的参数估计!并且更稀疏*
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分别为尺度因子和信号的时间中心%
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分别为频率中心和信号调频斜率*
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信号的快速稀疏分解算法

设
WPZ

信号模型为(
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为初始频率!
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为信号幅度*当
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对
WPZ

信号!采用
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原子进行稀疏分解时!由于采用匹配追踪算法时需要对原子进行归一

化处理!即
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从式$

D

&可以看出!原子的归一化处理使得尺度因子失去了作用!另外!为了使构建的原子更接近

WPZ

信号的特点!可进一步去掉高斯窗函数
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和位移因子
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!根据
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信号模型!过完备字典

的原子可表示为
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信号的起始频率!
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为
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信号的调频斜率*根据搜索精度和范围!以均匀取值的

方式!设定
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的搜索个数为
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搜索个数为
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!可构造为
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为原子时频参数组!
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的集合!冗余字典的原子个数为
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!假设信号长度
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!很明显原子个数比信号长度
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大得多*如果字典中采用
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原子!则原子数量为
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*可以看出!这种原子数量远远超过采用
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原子得到的原子数量!因此!为了加快稀疏分解速度!需要利用相应的算法来减少计算量!从而实

现快速稀疏分解的目的*

根据匹配追踪算法!展开系数
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的选取采用求解
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欧国建 等#利用
PPO

实现对
WPZ

信号的快速稀疏分解
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是一个正弦波信号!通过傅里叶变换!它必将在
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取得

最大值*

通过以上分析可知!当
WPZ

信号的二次相位系数与调频斜率参量
?

A

匹配时!就有一个正弦波信

号出现!这样就可以用快速傅里叶变换的方法来实现快速的稀疏分解*

由于采用式$
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&的原子来构建过完备字典时原子数量庞大!下面将采用两个字典联合的方式对
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信号进行稀疏分解*
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中原子的数量为
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!因此有

"

%

$

'

%

#

!

&

( )

%

$

N5Q '

%

#

!

&

( )

*

$

N5Q

#

"

5

$

$

@Q

EJ

F

#

8

%

5

+

?5

F

( )+ ,

F

@Q

E

,J

F

#

?

A

5

F

( )

F

$

N5Q

#

"

5

$

$

@Q

EJ

F

#8

%

5

+

$

?

,

?

A

&

5

F

( )+ ,

F

$

$$

&

!!

图
$

!

不同
?I?

A

的傅里叶变换

!!

P<

A

C$

!

P123<@38354=713N58<14]<8M

><77@3@48?I?

A

在 式 $

$$

& 中! 当
?

,

?

A

越 接 近
%

! 很 明 显!

@Q

EJ

F

#8

%

5

+

$

?

,

?

A

&

5

F

( )+ ,

F

越接近正弦信号!通过傅里叶变换

其绝对值越大*从图
$

可看出!当
?

,

?

A

$

$FFD

%

$%

,

$%时!信号傅

里叶变换的绝对值存在一个明显的尖峰!而
?

,

?

A

$

$FFD

%

$%

,

)

和
?

,

?

A

$

FFFD

%

$%

,

) 则没有出现这样的尖峰*很明显!当
?

,

?

A

越小!在信号傅里叶变换后的绝对值中存在的最大值也越大*

基于起始频率
8

0

来构建第
F

个字典
!

F

!为

)

$

F

$

@Q

EJ

F

#

8

0

( )

5

D

8

+

)

$

F

,

$

"

%

F

$

)

$

F

$

$

8

$

&

!

)

$

F

$

$

8

F

&

!

-

!

)

$

$

$

$

8

B

( )

+

&

$

$F

&

对于式$

$F

&中
8

0

参数的设定!根据傅里叶变换表达为

G

$

(

&

$

#

"

H$

$

#

$

H

&

'

$

H,

$

&$

(

,

$

&

"

!'

"

$

@

$

,

F

#

<

&#

*

+

,

"

$

$)

&

!!

可以看出!

8

0

的设定对应于傅里叶变换中的
'

"

!这就意味着可通过快速傅里叶变换来寻找字典

!

F

中最匹配的原子*

根据上面分析!得出
WPZ

信号的快速稀疏分解算法为"

$

$

&构造基于调频斜率参量
?

A

的字典
!

$

!其原子设为
)

$

$

$

@Q

EJ

F

#

?

A

5

F

( )

F

!根据搜索精度可设定

原子的个数为
C

*

$

F

&

WPZ

信号与每一个原子共轭相乘!并对乘积后的信号进行快速傅里叶变换*

$

)

&求取所有傅里叶变换的最大值!其对应的原子即为最匹配的原子!并且最大值所对应的频率就

是构建的基于起始频率
8

0

的第
F

个字典
!

F

中最匹配的原子频率*

$

&

&根据
!

$

和
!

F

中最匹配的原子参数!得到
WPZ

信号最匹配的原子*
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?

!

算法复杂度分析

采用
S5K13

原子的冗余字典!其原子数量为
E

9

$

#

61

A

F

"

H$

$

#

"

%

F

,H+$

I$

$

#

F

H+$

(

$

%

#

$F

-

$

%

$

!简化为
E

9

$

DF

$

"61

A

F

"

+

"

,

$

&

(

F&

)

!

可以看出!原子数量
E

9

是一个非常大的数!例如当信号长度
"

$

$%F&

!则原子数量
E

9

$

DGDH*H

!这使

得稀疏分解的计算量很大*而在本文提出的算法里!由于采用了级联字典!对比于采用一个字典!整个

原子的数量极大减少了*其级联字典中原子的数量由参数范围和设定的精度决定!与信号的长度无关!

比如
?

A

的搜索范围设定为
$

%

$%

,

)

!

D

%

$%

,

( )

)

!精度设为
$

%

$%

,

H

!则冗余字典
!

$

中原子数量为

&%%$

个!而字典
!

F

中原子的数量由快速傅里叶变换的点数决定!其原子数量也是一个比较小的数!比

如信号长度为
*$F

!为了提高快速傅里叶变换的精度!设定其点数为
$%F&

!则
!

F

中原子个数为
$%F&

*

这样总的原子数为
D%FD

个!这个数与采用
S5K13

原子相比!其计算复杂度必然大大减少*

从算法的复杂度看!采用
S5K13

原子的计算复杂度为
! "

$ &

&

!而本文提出的算法!对于第
$

个字

典!它的稀疏分解复杂度为
$ &

! "

*对于第
F

个字典!由于每个原子的处理都要用到
PPO

!而
PPO

的计

算复杂度为
! "61

A

$ &

"

!因此它的稀疏分解复杂度为
! "

F

61

A

$ &

"

*

@

!

实验及结果分析

为了验证算法的快速性!实验中采用主频为
)C&%S̀ b

的双核
!48@6

$

c

&

+13@

$

OZ

&

<*'H*%%+?[

计算

机!软件环境为
Z5865K*C%

*实验设定
WPZ

信号为
#

$

@Q

E

$

J

$

6

F

2

F

+

6

$

2

&&

+

0

$

2

&!其中
0

$

2

&表示加性高斯

白噪声*信号的信噪比分别设为
"#ca$%

!

$D

和
F%>̂

!参数
6

F

!

6

$

设为 $

6

F

!

6

$

&

$

$

$FFD

%

$%

,

)

!

&F&G*&

&!采样时间间隔
2

=

a$=

!信号长度设为
"

$

($D

!根据本文提出的快速稀疏分解算法!首先构造字

典
!

$

!其原子设为
)

$

$

$

@Q

EJ

F

#

?

A

5

F

$ &

F

!其中
?

A

的搜索范围设为
(

$

%

$%

,

)

!

F

%

$%

,

)

)

#

!搜索精度设为

$

$

%

$%

,

H

&

#

!则原子个数为
$%%%

*然后!进行算法的其余
)

步!找到最匹配的原子*在第
)

步设定字典
!

F

中原子个数时!设定原子个数为
$%F&

个*在稀疏分解中!设定迭代次数为
F%

次*重构信号如图
F

所示!

从图
F

可以看出!采用本文提出基于级联字典的快速稀疏分解算法!重构信号能较好地逼近初始信号*

对于本文提出的算法!为了更好地体现它的快速性和收敛速度!以基于
S5K13

原子的匹配追踪算

法!基于遗传算法的快速稀疏分解以及最近提出的基于调制相关划分$

?538<8<148M@1\@3

'

:1N

E

6@8@

><:8<1453

L

K5=@>14N1>2658<14:133@658<14

!

?̂ Z+

&

(

$(

)的快速稀疏分解进行对比*首先考虑的是在相同

迭代次数条件下不同信号长度的运算时间!设定稀疏分解的迭代次数为
$%%

次!信号长度分别定义为

图
F

!

原始信号与重构信号

P<

A

CF

!

,3<

A

<456=<

A

45654>3@=832:823@>=<

A

456

(HG!

欧国建 等#利用
PPO

实现对
WPZ

信号的快速稀疏分解



FD*

!

)$)

!

D$)

和
($D

!这
&

种算法的计算时间如图
)

所示!从图
)

可知!对于相同的迭代次数!基于遗传

算法的信号稀疏分解速度很明显最快!最慢的是采用
Z?

算法进行的信号稀疏分解!其计算复杂度必然

是最高的*而随着信号长度的增加!从图
)

中的两条相交曲线可以看出!在信号长度为
D$)

时!

?̂ Z+

算法的稀疏分解时间与本文所提出的基于级联字典的快速稀疏分解算法所用时间比较接近!之后逐渐

超过!在信号长度为
($D

时!计算时间超过比较明显*

对于相同的迭代次数!本文提出的快速算法!虽然它的稀疏分解速度不是最快的!然而这种算法的

收敛速度非常快!如图
&

所示*从图
&

可以看出!通过
&

种算法得到的归一化分解系数比较!可以看出

本文提出的快速算法进行稀疏分解时!其分解系数的绝对值比其他算法向零衰减的速度要快得多!这意

味着根据相同的稀疏分解门限!采用该算法进行稀疏分解!所需的迭代次数最少*对此!设定稀疏分解

门限为
$%

!

$D

!

F%

和
)D

!则
&

种算法在信号长度为
FD*

时所用的时间如图
D

所示*可以看出!在相同的

信号长度下!对于相同的稀疏分解门限!本文所提出的算法比其他
)

种算法都有较快的稀疏分解速度!

其中比
?̂ Z+

算法快
$

个数量级!比
Z?

算法快
&

个数量级!而且随着信号长度的增加!表现更加突出*

从实验结果来看!本文提出的快速算法不仅具有快速的稀疏分解特性!而且有很好的收敛性*

图
)

!

迭代次数相同时
&

种算法的运

行时间

P<

A

C)

!

c244<4

A

8<N@17712356

A

13<8

'

MN=]<8M=5N@42NK@317<8

'

@358<14=

图
&

!

归一化分解系数

P<

A

C&

!

#13N56<b@> >@:1N

E

1=<8<14

:1@77<:<@48=

图
D

!

不同门限的运行时间

P<

A

CD

!

c244<4

A

8<N@ K

L

2=<4

A

><77@3@488M3@=M16>=

A

!

结束语

本文提出的快速稀疏分解算法主要根据
WPZ

信号的特点!采用级联字典的方式!对比采用一个冗

余字典!极大地减少了原子数量!同时利用快速傅里叶变换!大大加快了稀疏分解的速度!同时也具有较

好的收敛速度*在分解速度和收敛速度上!本文提出的快速稀疏分解算法在实验中通过对比显示了它

具有较好的性能*另外!本文提出的针对
WPZ

信号的快速稀疏分解算法!不仅对
WPZ

信号的稀疏分

解有重要意义!而且对于
WPZ

信号的检测和参数估计!同样具有重要的意义*
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