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适用于小样本的双邻接图判别分析算法
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要!作为一种常用的降维方法!适用于小样本的监督化拉普拉斯判别分析方法通过使用图嵌入的

判别近邻分析得到了很好的降维效果"但该方法在构建近邻图时!在
!

近邻中寻找同类和异类样本点

存在数据不平衡问题#此外!在优化该方法的目标函数时!没有全面考虑到类间信息!从而会在一定程度

上降低该方法的性能"针对以上两个问题!本文提出了适用于小样本的双邻接图判别分析方法"首先

该方法分别在同类和异类样本中找出
!

个近邻点!然后使用这
!

个类内近邻点和
!

个类间近邻点来

构造双邻接图!这样可以确保邻接图中既有同类样本点也有异类样本点!且数目相同"然后该方法在目

标函数的推导结果中加入了类间拉普拉斯散度矩阵!从而使优化得到的投影矩阵融入更多的类间信息"

在
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和
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人脸数据集上进行实验!并与同类方法相比!结果表明本文提出的适用于小样本的双邻

接图判别分析方法能够得到更好的降维效果"
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近年来!随着科学技术的发展!数据的数量和维度呈现出快速增长的趋势'降维不仅可以简化模

型(降低模型的训练时间!而且可以提高模型的泛化能力'因为高维数据难以表达且需要较高的计算和

存储代价!所以降维方法成为机器学习和模式识别领域中的热门研究方向!并已在人脸识别(手写体识

别等系统中取得了良好的效果'

降维方法可分为线性和非线性两种'线性降维方法!如主成分分析法$
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*等!几何表达简单(计算成本较低!是

分析高维数据的基础'
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由
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于
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年提出!该方法使用正交线性变换将一组观测的可

能相关变量转换为一组线性不相关变量!这些不相关变量叫做主成分'拥有最大方差!即尽可能不相关

的数据称为第一主成分!并以此类推'

?+9

算法的核心是对数据协方差矩阵进行特征分解'

U-9

算法

与方差分析和回归分析密切相关!它试图找到一组特征的线性组合!能将多个对象尽量分开!即找到最

佳投影方向'

如果所需的特征在一个低维的流形子空间中!那么传统的线性降维算法并不能很好地提取出该非

线性结构!因此很多非线性的流形学习算法被提出!包括等距映射$
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但是以上流形学习算法只考虑了训练样本!处理过程中未能得到一个显式映射!因此不能处理新样

本!即所谓的+
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等人提出了保局算法$
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算法首先整

合邻近点信息建立一个图!该图可看做一个连续流形结构的线性离散近似)
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!然后使用拉普拉斯算子计

算出转换矩阵将数据点映射到低维子空间%

U??

算法使原始高维空间中距离相近点在降维后依旧保持

近距离'$
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#?.

算法的目的在于保持局部流形结构'在一定范围内给定一些数据点!首先建立权重

矩阵来描述数据点之间的关系!并将每个点用邻近点线性表示%然后找到一个最佳嵌入使得该邻近结构

在低维空间中得以保持'以上两个利用局部信息进行降维的算法虽然没有+
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,问题!但非

局部信息在此过程中被忽略!即算法没有考虑相隔较远的点之间的关系'
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监督判别投影$
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'该方法考虑了样本点在低维表示后

的局部和非局部性!最小化局部散度的同时最大化非局部散度!即使非局部散度与局部散度的比值尽可

能大'但
Z-?

是非监督的学习方法!也就是不能利用样本的类别信息!不利于分类%而且在处理过程中

也出现小样本问题)
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"当训练样本个数远小于样本维数时!就会出现矩阵奇异问题'
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年!楼宋江等

人提出的小样本有监督拉普拉斯判别分析算法$
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通过将类内拉普拉斯散度矩阵投影在去除零空间的总体拉普拉斯散度矩阵上!避免了小样本问题'但

是由于该方法中没有明确最大化类间散度!因而导致在投影空间的可分性不够好'
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年!丁春涛等

人提出的基于双邻接图的判别近邻嵌入算法$
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&图嵌入降维方法在构造权重矩阵时数据不平衡的问题'
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受到
-9]'-#.

算法的启发!本文提出了一种新的基于拉普拉斯判别分析的有监督降维方法!称为

适用于小样本的双邻接图判别分析方法$
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在构建邻接图时考虑了样本的不平衡问题!每个样本点都至少建立

两个关联!并将局部拉普拉斯散度矩阵与非局部拉普拉斯散度矩阵的差投影到总体拉普拉斯散度矩阵

的秩空间中!然后在该空间中进行特征问题的求解!求得投影矩阵'通过在简单人工数据集(
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人脸

库和
,T.

人脸库的实验证明了
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算法的优越性'
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适用于小样本的
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算法

针对小样本问题!已有相应的一些解决方案)
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!
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!其中监督化拉普拉斯判别分析算法和本文的工

作紧密相关'该算法是一种有监督的流形学习算法!其目标是最小化局部散度!同时最大化非局部散

度!即非局部散度与局部散度的比值尽可能大)
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为总体散度!
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为特征向量!
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为局部拉普拉斯散度矩阵!
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为丢弃零空间的总

体拉普拉斯散度矩阵'
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适用于小样本的
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双邻接图判别分析

!!

由于适用于小样本的监督化拉普拉斯判别分析算法在分子上仅考虑将局部拉普拉斯散度矩阵进行

投影!忽略了非局部拉普拉斯散度矩阵'为了强调非局部信息!本文考虑在最优化函数里引入非局部散

度!表达式为
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方法从数据点的
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近邻中找到同类和异类样

本点来构建邻接图不同!本文在构造邻接图时借用双邻接图的思想!从同类和异类样本点间分别找到
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#

$

F

#

'

(

#

$

#

'

)#

$

*

(

)

&

(

%

&

$ &

)

&

(

%

&

$ &

)

P

#

'$>'

P

%

'$'

P

#

'('

P

$

(

&

式中
$>

为一个对角矩阵!对角线上的元素为"

*>

((

#

#

)

*

(

)

!

(

#

$>

%

$

!

(

即为拉普拉斯类内矩阵'

同样!由式$

I

!

*

&可以得到

"

#

#

$

F''

#

'

(

#

$

#

'

)#

$

,

(

)

+

(

%

+

$ &

)

F

#

$

''

!

P

"

#

!

$

$%

&

"

#

#

$

F

#

'

(

#

$

#

'

)#

$

,

(

)

&

(

%

&

$ &

)

&

(

%

&

$ &

)

P

#

'%>'

P

%

'%'

P

#

')'

P

$

$$

&

式中"

%>

为一个对角矩阵!对角线上的元素为
,>

((

#

#

)

,

(

)

%

)

#

%>

%

%

为拉普拉斯类间矩阵'

由式$

)

!

G

!

$%

&可推导出目标函数等价于

O<4

"

-

$

!

&

"

P

$

!

&

#

!

P

"

-

!

!

P

"

P

!

#

!

P

"

-

#

!

P

"

P

!

"

"

-

#

#!

"

P

#

$

$F

&

式中"

"

-

#

"

U

%

"

#

!

!

$

354

A

@"

$ &

P

'

?C?

!

秩空间

首先对
"

P

进行特征分解'由于总体拉普拉斯散度矩阵
"

P

非负定!所以对它进行特征值分解后的

特征值可能为零!可能为正'取非零的特征值(

"

所对应的特征向量
*

$

组成
"

P

的主空间
!

'即
"

P

特征

分解后!特征值为

"#

><5

A!

$

!

!

F

!/!

!

4

!

!

4

$

$

!/!

!

$ &

'

其中特征值
!

$ )

!

F

/

)

!

4

!

!

4

$

$

#!

4

$

F

#

/

#!

'

#

%

'特征值对应的特征向量矩阵为

*

#

+

$

!

+

F

!/!

+

4

!

+

4

$

$

!/!

+

- .

'

其中特征值
!

(

对应的特征向量为
+

(

'

!!

令非负特征值矩阵 (

" #

><5

A

$

!

$

!

!

F

!/!

!

4

&!部分特征向量矩阵
*

$

#

+

$

!

+

F

!/!

+

- .

4

!

*

*

#

+

4

$

$

!

+

4

$

F

!/!

+

- .

'

' 令
!

$

#

*

$

(

"

!将差异拉普拉斯散度矩阵
"

-

投影到
!

$

上为

+

"

&

#

!

P

$

"

-

!

$

$

$)

&

!!

因为差异拉普拉斯散度矩阵
"

-

也是非负定的!所以对它进行特征值分解后的特征值可能为零!也

可能为正'设分解后
-

个最小的特征值为
$

$ ,

$

F ,

/

,

$

-

!其对应向量分别为
#

$

!

#

F

!/!

#

-

!令

!

F

#

#

$

!

#

F

!/!

#

- .

-

'最终的投影矩阵
!

#

!

$

!

F

'

-9]'-9

算法的步骤如下"

输入"训练样本集合 $

&

(

!

+

(

- .

&

'

(

#

$

!令样本矩阵为
'

#

)

&

$

!

&

F

!/!

&

'

*

$

@

-

?

'

!降维子空间维数
4

'

输出"投影矩阵
!

$

@

-

?

4

'

*%I!

罗
!

璇 等$适用于小样本的双邻接图判别分析算法



$

$

&构建相似度矩阵
"

和差异性矩阵
%

%

$

F

&计算局部拉普拉斯散度矩阵
"

U

!非局部拉普拉斯散度矩阵
"

#

!以及它们的和
"

P

与差
"

-

%

"

U

#

'('

P

!其中
(

#

">

%

"

!

">

为对角矩阵!

">

((

#

#

)

"

(

)

%

"

#

#

')'

P

!其中
)

#

%>

%

%

!

%>

为对角矩阵!

%>

((

#

#

)

%

(

)

%

"

P

#

"

U

$

"

#

!且
"

-

#

"

U

%

"

#

%

$

)

&对矩阵
"

P

进行特征分解!取其非零特征值
!

(

和非零特征值对应的向量
+

(

!分别组成矩阵
"

和

*

!其中
"

为对角矩阵且
%

((

#!

(

!

*

的第
(

列为
+

(

!令
!

$

#

*

"

%

$

&

&将
"

-

在
!

$

上投影!得到+

"

-

#

!

P

$

"

-

!

$

!对+

"

-

进行特征分解!取最小的
4

个特征值对应的特征向

量!组成一个矩阵
!

F

%

$

I

&得到最终投影矩阵"

!

#

!

$

!

F

'

?AB

!

!'.2!'

算法和
9>!'

算法比较

$

$

&在用邻接图来保持样本的局部结构信息时!

"U-9

算法找到近邻后!利用类别信息再构建类内

和类间邻接图!这样可能会出现只有类内近邻或只有类间近邻的数据不平衡问题'而在计算权值时!同

等距离下类间近邻比类内近邻的权值更大!这显然不利于保持数据的结构'

-9]'-9

算法分别在类内

和类间找近邻点!从热核函数可以看出"若是类内近邻点!则赋予较大的权值%若是类间近邻点!则权值

较小'这样可以扩大类内距离缩小类间距离的影响!同时也解决了数据不平衡的问题!更好地保持了数

据的流形结构'

$

F

&在优化问题选取目标函数时!

"U-9

算法的目标函数$式$

$

&&分子上仅考虑了将局部拉普拉斯

散度矩阵进行投影!而忽略了非局部拉普拉斯散度矩阵%而
-9]'-9

算法在最优化函数$式$

)

&&里引入

了非局部散度!强调了类间散度!使得降维后的数据可分性更好'

$

)

&在对总体拉普拉斯散度矩阵进行特征分解后!

"U-9

算法选取的投影空间为特征向量乘以一个

小于
$

的数%而
-9]'-9

算法直接将非零向量作为投影空间!相当于少乘一个缩小因子!使数据更加

准确'

B

!

实验结果与分析

为验证
-9]'-9

算法的有效性!在各类数据上对
-9]'-9

算法进行实验!并与
"U-9

算法(

U??

算法和
-#.

算法进行比较'这
&

种算法均可以对近邻个数进行调节!其中
"U-9

算法和
-9]'-9

算

法中的
/

和
"

为可变参数'本文实验均采用最近邻分类器对降维后的数据进行分类'

BC=

!

人工数据

随机生成两类符合均匀分布的人工数据!一类是
%

#

$

之间的随机数!另一类是
%C*

#

$C*

之间的随

机数!分别用
"U-9

算法和
-9]'-9

算法学习得到投影矩阵'图
$

显示了
"U-9

算法和
-9]'-9

算

法学习投影矩阵后投影后的效果'从图
$

中看到!图
$

$

M

&中的类间点距离更大!类内点距离更小!也就

是
-9]'-9

算法相对比
"U-9

而言!降维效果有了明显的提升!也更适合于分类'在对优化函数进行

等价替代后!

"U-9

算法的目标函数里并没有考虑类间距离!仅将局部拉普拉斯散度矩阵投影到总空

间'

-9]'-9

算法对其进行改进!将局部拉普拉斯散度矩阵与非局部拉普拉斯散度矩阵的差进行投

影!是一个更理想的目标函数'

除了图
$

能直观地看出两种算法的分类效果外!表
$

还给出了两种算法在人工数据测试后的具体

结果'从表
$

中可以看出!用
-9]'-9

算法降维比
"U-9

算法得到的类内距离和更小!类间距离和更

大!说明降维后分类效果更佳'

G%I

数据采集与处理
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图
$

!

"U-9

与
-9]'-9

在简单人工数据集上的比较

Q<

A

C$

!

+1O

H

53<=1417"U-954>-9]'-914538<7<:<56>585=@8

表
=

!

9>!'

与
!'.2!'

在人工数据上测试结果比较

C*$A=

!

C&4-/&4#%-4"89>!'*,(!'.2!'",*/-585+5*%(*-*4&-

测试项 类间距离和 类内距离和 类内距离和#类间距离和

原始数据
$C*)K&b$%

&

)CIKFKb$%

&

%C&GK(

降维数据$

"U-9

&

FC)*GFb$%

)

(C(K&)b$%

)

%C&$(%

降维数据$

-9]'-9

&

)CF)FIb$%

&

(CGFG(b$%

)

%C)%&$

BA?

!

D*%&

人脸数据库

/56@

人脸数据库)

$&

*共有
$KI

张人脸灰度图像!每张图像数字为
)Fb)F

的像素矩阵!来自
$I

个不

同的人!每人
$$

张'每个人的各张图像有不同的光照条件$中央光照(左侧光照(右侧光照&和不同的表

情$眼镜#无眼镜(高兴(常态(悲伤(睡眠(惊讶和眨眼&'

/56@

人脸数中不同条件下的一些人脸图像样

本如图
F

所示'该实验中!随机选择
K%c

样本作为训练样本!其余的
&%c

作为测试样本'

图
F

!

/56@

人脸图像示例

Q<

A

CF

!

Q5:@@R5O

H

6@=17/56@>585=@8

图
)

!

在
/56@

人脸库上不同维数的识别率

!

Q<

A

C)

!

T@:1

A

4<8<14358@17><77@3@4856

A

1

'

3<8NO=14/56@>585=@8

在实验时!为了减少大量的计算!先采用
?+9

方法对

测试数据进行初始降维!初始降维的投影矩阵为
,

'再采

用
-9]'-9

!

"U-9

!

U??

!

-#.

四种算法进行再次降维!二

次降维矩阵为
!

!最终投影矩阵为
-

#

!,

'利用
-

把训练

样本和训练样本投影到低维空间!再用近邻分类器进行分

类!得到各个方法降维后的识别率'在构造邻接图时!选取

1

#

)

!通过循环找到最佳的
/

和
"

'图
)

显示了
-9]'-9

算法!

"U-9

算法!

U??

算法和
-#.

算法在不同维数下的

识别率'表
F

显示了不同算法在
/56@

人脸库上的最高识

别率和特征维度'

(%I!

罗
!

璇 等$适用于小样本的双邻接图判别分析算法



表
?

!

D*%&

人脸库各算法最高识别率和特征维数

C*$A?

!

@&+"

E

,5-5",/*-&*,((56&,45","8(588&/&,-*%

E

"/5-164",D*%&(*-*4&-

算法 识别率 最优维数

U?? &&CG)cdGC$c K&

-#. *FCK*cd&C%c $G

"U-9 *)CG)cd)C(c &G

-9]'-9 GICI%cdICKc )F

BAB

!

F@>

人脸数据库

,TU

人脸数据库)

$I

*共有
&%%

张人脸灰度图像!每张图像为
)Fb)F

的像素矩阵!来自
&%

个不同的

人!每人
$%

张'每个人的各图像有不同的人脸大小(人脸旋转程度和不同的表情$睁眼#闭眼(高兴#悲

伤(戴眼镜#不戴眼镜等&'

,TU

人脸数据库中不同条件下的一些人脸图像样本如图
&

所示'该实验

中!随机选择
K%c

样本作为训练样本!其余的
&%c

作为测试样本'

图
&

!

,TU

人脸图像示例

Q<

A

C&

!

Q5:@@R5O

H

6@=17,TU>585=@8

图
I

!

在
,TU

人脸库上不同维数的识别率

Q<

A

CI

!

T@:1

A

4<8<14358@17><77@3@4856

A

13<8NO=

14,TU>585=@8

同样!为了减少大量的计算!先采用
?+9

方法对测试

数据进行初始降维!再采用
-9]'-9

!

"U-9

!

U??

和
-#.

四种算法进行再次降维!最后用近邻分类器进行分类!得

到各个方法降维后的识别率'本文选取
1

#

)

!通过循环找

到最佳的
/

和
"

'图
I

显示了
-9]'-9

算法!

"U-9

算法!

U??

算法和
-#.

算法在不同维数下的识别率'表
)

显示

了不同算法在
,TU

人脸库上的最高识别率和特征维度'

从实验结果可以看出!

-9]'-9

算法达到的最佳识别

率最高'

"U-9

算法的识别率高于
U??

算法!因为
"U-9

算法考虑了非局部信息和样本的类别信息'

-#.

算法也

是监督化学习方法!它构建了类内与类间的邻接图!让同

类数据在低维空间紧凑!不同类数据尽可能分开!识别率

!

表
B

!

F@>

人脸库各算法最高识别率和特征维

数

!

C*$AB

!

@&+"

E

,5-5",/*-&*,((56&,45","8(582

8&/&,-*%

E

"/5-164",F@>(*-*4&-

方法 识别率 最优维数

U?? *)CF(cdFC$c **

-#. G(CK&cd%CIc *$

"U-9 G(C$&cd%C(c *K

-9]'-9 ($C*(cd%CIc F)

高于
U??

算法'

-9]'-9

算法不仅考虑了非局部信息和

样本类别信息!而且考虑了数据不平衡问题!并在目标函数

内加入了非局部拉普拉斯散度矩阵!所以最佳识别率不仅

优于
U??

算法!也比
"U-9

和
-#.

算法更胜一筹'

G

!

结束语

本文为了处理监督化拉普拉斯判别分析方法中的邻接

图数据不平衡问题!以及目标函数中类间信息缺失问题!提

出了适用于小样本的双邻接图判别分析算法
-9]'-9

!并在
/56@

和
,TU

人脸数据集上验证了该方法

的有效性'

但是!本文算法在实现过程中需要寻找热核函数的最佳参数值!同时去掉了总体拉普拉斯散度矩阵

%$I

数据采集与处理
"234'562

7
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!
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的零空间!这两步使得该算法的时间复杂度比
U??

和
-#.

算法高'下一步工作将尝试寻找时间复杂

度较低且降维效果好的算法'
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