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要!针对传统批处理主成分分析工作模态参数识别中存在的矩阵奇异值或特征值分解病态问题!

本文提出了一种基于自迭代主元抽取的工作模态参数识别方法"与传统批处理主成分分析通过矩阵分

解一次获得所有主成分不同!该方法通过自迭代逐一抽取主成分从而实现主要贡献工作模态的逐一识

别"理论分析表明!该方法的时间复杂度和空间复杂度比传统批处理主成分分析工作模态参数识别方

法更低"在简支梁仿真数据集上的识别结果表明!自迭代主元抽取算法可以从平稳随机响应信号中有

效地识别出线性时不变结构的主要贡献模态振型和固有频率!在响应测点和采样时间较多时其时间开

销较传统方法也更小"

关键词#工作模态参数识别$自迭代$主成分分析$奇异值$病态问题$主元抽取

中图分类号#

P?D*&

!!!

文献标志码#

9

!

"

#$%&'()%*+(,%*-)%*

.

/'/0%/#,()1#*23'&#$%&'4#5$')6'

"

%*7(8

"

()#)&9:&$%6&'()

TN54

A

P<54=N2

$

!

U54

A

+N@4

A

$

!

D

!

V254U@<

$

!

U54

A

0<54

M

<4

A

$

!

W<2/54

$

!

X<@X<51>14

A

$

$

$C+166@

A

@17+1O

G

28@3":<@4:@54>P@:N4161

AM

!

Y25

;

<51Z4<[@3=<8

M

!

X<5O@4

!

)I$%D$

!

+N<45

%

DC"858@\@

M

W5L135813

M

713

"83@4

A

8N54>B<L358<14

!

X<]540<51814

A

Z4<[@3=<8

M

!

X<]54

!

*$%%&(

!

+N<45

&

-;/&$%6&

"

9<O<4

A

58=<4

A

2653[562@17O583<R>@:1O

G

1=<8<1454><66

'

G

1=@>

G

31L6@O=<4835><8<1456L58:N

G

31:@==<4

AG

3<4:<

G

56:1O

G

14@485456

M

=<=

$

?+9

&

L5=@>1

G

@358<1456O1>565456

M

=<=

$

,E9

&!

541

G

@358<1456

O1>56<>@48<7<:58<14O@8N1>L5=@>14=@67

'

<8@358<[@

G

3<4:<

G

56:1O

G

14@48@R835:8<14<=

G

31

G

1=@>C-<77@3@48

731O835><8<1456L58:N

G

31:@==<4

A

?+9

!

N̂<:N1L85<4=566

G

3<4:<

G

56:1O

G

14@48=L

M

O583<R>@:1O

G

1=<8<14

14@8<O@

!

8N@

G

31

G

1=@>O@8N1>:543@56<_@8N@<>@48<7<:58<1417O5<4:1483<L28<141

G

@358<1456O1>56=L

M

=@67

'

<8@358<[@

G

3<4:<

G

56:1O

G

14@48@R835:8<1414@L

M

14@CPN@13@8<:565456

M

=<==N1̂ =<8=61̂ @38<O@54>

=

G

58<56:1O

G

6@R<8

M

8N54835><8<1456L58:N

G

31:@==<4

A

?+9L5=@>,E9CPN@=<O2658<143@=268=14=<O

G

6@

L@5O>585=@8==N1̂ 8N588N@=@67

'

<8@358<[@

G

3<4:<

G

56:1O

G

14@48@R835:8<1456

A

13<8NO:54<>@48<7

M

@77@:8<[@

'

6

M

O5<4:1483<L28<14O1>56=54>458235673@

;

2@4:

M

176<4@538<O@<4[53<548=832:823@731O=O118N54>354

'

>1O3@=

G

14=@=<

A

456=C94><8N5==O566@38<O@:1=8<48N@:5=@17O13@3@=

G

14=@

G

1<48=54>O13@=5O

'

G

6<4

A

8<O@<4:14835=8 <̂8N835><8<1456O@8N1>=C

<#

.

=($,/

"

1

G

@358<1456O1>565456

M

=<=

%

=@67

'

<8@358<14

%

G

3<4:<

G

56:1O

G

14@485456

M

=<=

%

=<4

A

2653[562@17O5

'

83<R>@:1O

G

1=<8<14

%

<66

'

G

1=@>

G

31L6@O=

%

G

3<4:<

G

56:1O

G

14@48@R835:8<14

基金项目!国家自然科学基金青年基金$

K$)%K$&D

&资助项目%福建省自然科学基金$

D%$&0%$$($

!

D%$K0%$DKK

!

D%$)0%$D)F

&资助项

目%中国博士后科学基金面上项目$

D%$&EKKD&D(

&资助项目'

收稿日期!

D%$I'%)'$F

%修订日期!

D%$I'%&'$(



引
!!

言

模态参数是决定结构动力学特性的重要参数!如模态固有频率(模态阻尼比及主振型等!是结构动

力特性研究的一个重要的逆问题'此外!当系统振动处于固有频率时!模态振型为振动状态提供了数学

描述'因此!模态参数识别在结构建模与模型修正(灵敏度分析(振动主被动控制(损伤识别和结构健康

监测等领域起着至关重要的作用)
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&可以仅从测得的振动响应信号中识别出模态

参数'近几年!
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是机械振动研究领域的热点!并得到了广泛的应用)
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&算法作为一种重要的线性降维方法!最早于
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'现在
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算法已经被广泛地应用于工作模态参数识别领域)
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'传统的批处理

主成分分析算法通过奇异值分解$
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*来获得线性变换矩阵和主成分'然而!在
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和
.B-

方法中分别存在矩阵分解

的奇异值问题和病态问题'由于这些缺陷!传统的批处理主成分分析算法可能不能够准确地识别出结

构的模态振型和固有频率)
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'

针对矩阵分解的奇异值问题!国内外专家学者提出了不同的解决方案)

$D

!
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!而对于矩阵分解的病态

问题!则可以通过正则化方法)

$&

*

(神经网络)

$K

*和主元加权迭代法)

$I

*等方法来解决'为了克服在工作模

态参数识别中可能存在的矩阵分解的奇异值问题和病态问题!本文提出了一种自迭代主元抽取算法'

该算法通过迭代计算主成分!避免了矩阵分解所带来的缺陷!实现了根据需求进行主元抽取!具有更小

的时间复杂度和空间复杂度'此外!算法精度可控!可以通过调节阈值来满足不同的实际需求'
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矩阵分解的奇异值问题和病态问题
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;

D

$

"

&

;

D

$

"

& +

#

%

"

#

$

;

D

$

"

&

;

!

$

"

&

- -

)

-

#

%

"

#

$

;

!

$

"

&

;

$

$

"

&

#

%

"

#

$

;

!

$

"

&

;

D

$

"

& +

#

%

"

#

$

;

!

$

"

&

;

!

$

"

*

+

,

-

&

!!

.

<<

相应的特征向量
-

(

和特征值
$

(

可通过式$

$%

&得到!即

.

<<

-

(

#$

(

-

(

!

(

#

$

!

D

!+!

!

$

$%

&

!!

将特征值按降序排序

$

$ &

$

D &

+

&

$

!

$

$$

&

!!

将特征值对应的
&

个特征向量按式$

$$

&顺序排列得到矩阵
%

!即

%

#

-

$

-

D

+

-

) *

&

$

$D

&

!!

因为
.B-

方法仅仅适用于方阵!所以原始信号矩阵
!

$

"

&必须通过计算它的自相关矩阵
.

<<

来得

到其特征值'在计算协方差矩阵的过程中!原始信号矩阵中存在的误差可能会被放大'从
.

<<

求解过

程可以看出误差被放大的原因!因此在矩阵的
.B-

分解过程中存在病态问题)

$&

!

$I

!

$(

*

'

>?C

!

基于传统批处理
57-

的工作模态参数识别

传统批处理主成分分析主要是通过对响应信号
!

$

"

&进行
"B-

或
.B-

来实现!因此其工作模态参

数识别具有
"B-

和
.B-

方法中矩阵分解奇异值或特征值分解病态的缺陷'

工作模态参数识别仅需要从振动响应信号中识别出占主要贡献的前几个模态!识别所有的模态既

无可能!也无必要'而传统批处理主成分分析通过矩阵分解一次获得所有主成分!不仅增加了计算时

间!而且需要消耗大量内存来存贮大型矩阵'

A

!

基于自迭代主元抽取算法的工作模态参数识别

A?>

!

自迭代主元抽取方法

!!

自迭代主元抽取的精髓是
#!?9W"

算法)

D%

*

!之后有国内外学者对该算法的计算过程进行了有效的

改进!将特征向量的更新转化为小尺寸辅助向量的更新!在满足一定精度更新特征值和特征向量的同

时!有效地提高了计算速度)

D$

!

DD

*

'从原始信号矩阵
!

$

"

&

"

@

!

$

%

$

"

#

$

!

D

!+!

%

&中任意抽取
$

列!通过

迭代方法计算第
$

个主成分向量
$

$

$

"

&

"

@

$

$

% 和第
$

个矩阵变换向量
/

$ "

@

!

$

$

' 然后将它们从
!

$

"

&

ID)

数据采集与处理
)*+,&-.*

/

0-"-12

3

+'4'"'*&-&56,*2744'&

8
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!
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中减去!所得到的结果是第
$

个误差矩阵
0

$

$

"

&

"

@

!

$

%

' 将
0

$

$

"

&取代
!

$

"

&!然后计算第
D

个主成分

向量
$

D

$

"

&和第
D

个变换矩阵向量
/

D

!即

0

$

$

"

&

#

!

$

"

&

=

/

$

.

$

$

$

"

&

0

D

$

"

&

#

0

$

$

"

&

=

/

D

.

$

D

$

"

&

-

0

!

=

$

$

"

&

#

0

!

=

D

$

"

&

=

/

!

=

D

.

$

!

=

D

$

"

& $

$)

&

!!

基于自迭代主元抽取方法步骤为"

$

$

&初始化
'

#

$

%

$

D

&从信号矩阵
!

$

"

&中任意选择第
>

列数据向量
"

.

$

"

&!并且令
$

$

9

&

'

$

"

&

#

"

.

$

"

&!

9

#

$

%

$

)

&计算
/

$

9

&

' "

@

!

$

$

"

/

$

9

&

'

`

$

!

$

"

&

$

$

9

&

'

P

$

"

&&#$

$

$

9

&

'

$

"

&

$

$

9

&

'

P

$

"

&&%

$

&

&将向量
/

$

9

&

'

的长度归一化
/

$

9

&

'

#

/

$

9

&

'

/

$

9

&

'

%

$

K

&更新
$

$

9?

$

&

'

$

"

&"

$

$

9

S$

&

'

$

"

&

/̀

$

9

&

'

P

!

$

"

&#

/

$

9

&

'

P

/

$

9

&

'

%

$

I

&将步骤$

K

&中的
$

$

9?

$

&

'

$

"

&与步骤$

D

&中的
$

$

9

&

'

$

"

&进行比较!定义
%

$

9?

$

&

'

#

$

$

9?

$

&

'

$

"

&

=

$

$

9

&

'

$

"

&

$

$

9

&

'

$

"

&

!

&

为

精度要求!如果
%

$

9?

$

&

' '

&

!即误差在规定范围内$算法收敛&!转向步骤$

*

&!否则
9

#

9

?

$

并返回步骤$

)

&%

$

*

&计算
$

'

#

$

%

!

$

"

&

!

P

$

"

&

/

'

#

/

'

%

$

F

&计算误差矩阵

0

'

$

"

&

#

!

$

"

&

=

/

'

.

$

'

$

"

& $

$&

&

!

$

"

&

#

0

'

$

"

& $

$K

&

!!

$

(

&定义
'

'

#

$

'

#

'

4

#

$

$

4

!

(

为截断误差!如果
'

' &

(

!

'

#

'

?

$

!则返回步骤$

D

&!计算
$

D

$

"

&!

$

)

$

"

&!+!

$

'

$

"

&与
$

D

!

$

)

!+!

$

'

%

步骤$

*

&是为了计算所对应主成分的最大贡献量!因此
$

'

可以近似看成第
'

主成分的贡献量

#

D

'

#$

'

$

$I

&

!!

已计算所有主成分的方差累计贡献量

#

D

#

#

'

9#

$

$

'

$

$*

&

定义

'

'

#

#

D

'

#

D

#

$

'

#

'

9#

$

$

'

$

$F

&

式中
'

'

为当前主成分的方差贡献量占所有已算出的主成分方差贡献量的比例'

设定截断误差
(

!如果
'

' .

(

!则表明当前主成分已经不足够重要!因此停止迭代!主元抽取的过程

结束'

在自迭代主元抽取算法的步骤中!

$

'

$

"

&是第
'

个残差矩阵的第一主成分'比较步骤$

K

&中的
$

'

$

"

&!

判断
$

'

$

"

&是否满足需求!如果满足!更新误差矩阵!并得到新的误差矩阵的第一主成分'从而得到一系

列主成分向量 $

$

D

$

"

&!

$

)

$

"

&!+!

$

'

$

"

&!+!

$

!

$

"

&&' 式$

$&

!

$K

&表明
$

'

$

"

&的方差贡献量比
$

'

?

$

$

"

&要大'

总之!第
$

个误差矩阵迭代产生的第一主成分向量
$

'

$

"

&便是原始信号矩阵的第一主成分!主成分向量

$

D

$

"

&是第二主成分!依次类推'其流程图如图
D

所示'
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!

图
D

!

基于自迭代主元抽取算法识别主要工作模态的

流程

!

Q<

A

CD

!

?31:@==17,E9L5=@>14=@67

'

<8@358<[@

G

3<4:<

G

56

:1O

G

14@48@R835:8<14

ACA

!

算法性能分析和比较

$

$

&

"B-

需要计算并存储矩阵
*

!

,

和
><5

A

$

#

$

!

#

D

!+!

#

!

&!而
.B-

必须计算和存储矩阵
.

<<

!

><5

A

$

$

$

!

$

D

!+!

$

!

&和特征向量矩阵
,

' 因为原

始观测信号矩阵
!

$

"

&非常大!所以矩阵
*

!

,

!

><5

A

$

#

$

!

#

D

!+!

#

!

&!

.

<<

!

><5

A

$

$

$

!

$

D

!+!

$

!

&和
,

也都非常大'因此相比较传统的批处理
?+9

算

法!自迭代主元抽取算法的空间复杂度更小'

$

D

&不同于传统的批处理
?+9

算法一次计

算得到所有的特征值以及特征向量!自迭代主元

抽取算法每次迭代只得到一个主成分'因此可

以依据模态参数识别的现实需求迭代产生有限

个主成分!从而相比较传统的批处理
?+9

算法

大大降低了时间复杂度'

$

)

&自迭代主元抽取方法的精度是指在工作

模态参数识别中识别的模态固有频率和模态振

型的精度!其具体评判标准包括振型的模态置信

准则$

E1>56:147<>@4:@:3<8@3<14

!

E9+

&值(固有

频率值和傅里叶变换的主峰高度(次峰的个数和

高度'自迭代主元抽取可以通过迭代直接获得

主成分!精度只取决于设定的阈值!能有效地避

免矩阵分解的奇异值问题和特征值分解的病态

问题'

自迭代主元抽取算法与传统
?+9

算法性能

比较如表
$

所示!其中
!

为观测信号矩阵维度!

%

为观测信号采样点个数!

,

为自迭代主元抽取

算法根据需求所抽取的阶数!

%

O5R

为自迭代主元

抽取算法内循环所设置的最大迭代次数'因为

在实际应用中原始观测数据量很大!故表
$

中的比较均以观测信号矩阵较大为前提'

表
>

!

自迭代主元抽取算法与传统
57-

算法性能比较

D%;?>

!

-*

E

($'&F8

"

#$2($8%)6#6(8

"

%$'/();#&=##)/#*23'&#$%&'4#

"

$')6'

"

%*6(8

"

()#)&#:&$%6&'()%),&$%,'&'()%*57-

算法 时间复杂度
空间复杂度$所需

存储的大型矩阵&

算法鲁棒性 算法精度

基于
"B-

的批处理
?+9 @

$

!

D

&较高
@

!

$

!

$

D

?

@

%

$

%

?

@

!

$

% 奇异值问题 相对较低

基于
.B-

的批处理
?+9 @

$

!

D

&较高
@

!

$

!

$

D

?

@

!

$

%

$

D

病态问题
受观测信号精度的

影响较大

自迭代主元抽取算法
@

$

,%

O5R

&较低
@

!

$

% 避免奇异值和病态问题 由参数
&

决定

B

!

工作模态参数识别仿真

BC>

!

仿真数据的产生和参数设置

!!

对无阻尼的简支梁施加正弦激励%将长为
$O

的无阻尼简支梁等间隔均分成
$%%%

等份!产生
$%%$

FD)

数据采集与处理
)*+,&-.*

/

0-"-12

3

+'4'"'*&-&56,*2744'&

8

B16C))

!

#1CD

!

D%$F



个响应测点%在
%CDO

处集中施加多频正弦激励并得到响应数据%采样频率为
&%(IY_

!时域采样点
%`

D%&F$

'以上数据通过
E5865L*C%

仿真得到!以有限元求解得到的无阻尼结果作为真正的模态振型和

模态固有频率'

计算机配置为操作系统
U<4>1̂ =*

旗舰版
I&

位$

IC$

!版本
*I%$

&%制造商
-@66!4:C

%型号
!4=

G

<314

#K$$%

%处理器
!48@6

$

a

&

+13@

$

PE

&

<K'D&)%E

%

+?Z

"

DC&%Y_

$

&+?Z=

&!

#

DC&VY_

%内存
&%(IEb

a9E

'

使用模态振型评价标准$

E9+

&来比较自迭代主元抽取算法识别的线性变换向量与真实模态振型!

其计算方式为)

K

*

E9+

$

'

%

'

#

$

$

P

'

%

'

&

D

$

$

P

'

$

'

&$

%

P

'

%

'

&

$

$(

&

式中"

$

'

为识别的振型!

%

'

表示真实的振型!$

$

P

'

%

'

&表示两个向量的内积'

E9+

取值范围为
%

'

E9+

$

'

!

%

'

'

$

!当
E9+

值越接近
$

!识别振型越接近真实振型'

精度和截断参数设置如下"精度要求
&

%̀C%%%%%$

%截断误差
(

%̀C%%$

%最大迭代次数
%

O5R

$̀%%

'

BCA

!

工作模态参数识别仿真结果

图
)

为自迭代主元抽取
?+9

算法识别的主成分
QQP

变化的结果'表
D

为识别出的模态频率与真

实模态固有频率的定量比较'图
&

和表
)

为该算法识别的线性变换向量与真实模态振型的比较 '

根据精度和截断参数的设置!该算法在抽取第
F

主成分后停止' 因为剩下的
((D

阶主成分的方差

图
)

!

自迭代主元抽取算法识别的主成分
QQP

变换结果

Q<

A

C)

!

QQP3@=268=17

G

3<4:<

G

56:1O

G

14@48=<>@48<7<@>L

M

=@67

'

<8@358<[@

G

3<4:<

G

56:1O

G

14@48@R835:8<1456

A

13<8NO

(D)!
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表
A

!

识别频率与真实固有频率的定量比较

D%;?A

!

G

H%)&'&%&'4#6(8

"

%$'/();#&=##)%6&H%*2$#

I

H#)6

.

%),',#)&'2'6%&'()2$#

I

H#)6

.

阶数 真实固有频率#
Y_

识别的固有频率#
Y_

相对误差#
c

$ DDCF( D) %C&F

D ($CKK (D %C&(

) D%KC(( D%* %C&(

& )IICD) )I* %CD$

I FD&C%% FDK %C$D

* $$D$CI% $$DD %C%&

F $&I&C(% $&II %C%$

( $FK&C%% $FKK %C%$

图
&

!

自迭代主元抽取算法识别的模态振型与真实模态振型的比较

Q<

A

C&

!

+1O

G

53<=1417O1>56=N5

G

@=<>@48<7<@>L

M

=@67

'

<8@358<[@54>

G

3<4:<

G

56:1O

G

14@48@R835:8<1456

A

13<8NO

<̂8N3@56O1>56=N5

G

@=

贡献率之和小于
%C%%$

!因此图
K

可以近似地看成方差贡献率的帕累托图'传统
?+9

算法平均时间花

费
%C(&(=

'当设置精度要求
&#

%A%$

时!迭代得到的振型
E9+

值各阶均大于
%CF

!固有频率识别不受

影响!从而满足了工作模态参数识别的精度需求'

%))

数据采集与处理
)*+,&-.*

/
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!
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BCB

!

结果分析

$

$

&从图
)

!图
&

和表
D

(表
)

!可以得到!自迭代主元抽取算法仅通过位移响应数据便可以准确地识

别模态振型和模态固有频率'固有频率识别之所有存在误差!是受
QQP

分辨率不足的影响'

表
B

!

识别模态振型的
+-7

值

D%;?B

!

+-74%*H#/(2',#)&'2'#,8(,%*/F%

"

#/

线性变换

向量

有限元模态

振型
B

E9+

$

D

)

&

K

I

*

F

D

$

&

)

I

*

F

(

$C%%%%

$C%%%%

$C%%%%

$C%%%%

$C%%%%

$C%%%%

%C(F%%

%C(K%%

表
C

!

自迭代主元抽取算法的时间花费

"

&

JK?K>

#

1

8%:

J>KK

$

!!

D%;?C

!

D'8#6(/&(2/#*23'&#$%&'4#

"

$')6'

"

%*6(8

"

()#)&

#:&$%6&'()%*

E

($'&F8

"

&

JK?K>

#

1

8%:

J>KK

$

设置的截断误差
(

识别阶数 平均时间花费#
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图
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D

&从表
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可以看出!自迭代主元抽取算法的绝对运

行时间花费随所设置的阈值所变化'当根据需求抽取的

模态个数较少或精度不高时!该算法的绝对运行时间花费

明显低于传统
?+9

算法'

$

)

&基于
"B-

的传统
?+9

算法必须计算和存储
)

个

大型矩阵"
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$%%$ 和特征向量矩阵
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D%&F$

!其空间复杂度比

"B-

方法还要高'然而对于自迭代主元抽取算法!由于需

要计算和存储大型矩阵!因此有着较低的空间复杂度'

C

!

结束语

相比传统的批处理主成分分析工作模态参数识别方法!本文提出的自迭代主元抽取方法可以避免

矩阵分解的奇异值问题和特征值分解的病态问题!并且具有更低的空间与时间复杂度'模态参数识别

结果表明!该算法可以准确地从平稳随机响应信号中有效地识别出线性时不变结构的主要贡献模态振

型和固有频率!在响应测点和采样时间较多时其时间开销较传统方法也更小'

进一步的研究方向包括自适应调整迭代步长(利用先验知识来设置线性变换向量的初值以加快收

敛和利用神经网络实现主元的并行抽取'由于该算法拥有很低的时间和空间复杂度!可利用嵌入软硬

件技术!将其开发成为便携式装置'
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