
书书书

!""#$%%&'(%)*

!

+,-.#"+/+.&

012345617-5859:

;

2<=<8<1454>?31:@==<4

A

B16C)D

!

#1C)

!

E5

F

D%$*

!

GG

CHH(IHJ(

-,!

"

$%C$J))*

#

K

C$%%&'(%)*CD%$*C%)C%$H

!

D%$*L

F

012345617-5859:

;

2<=<8<1454>?31:@==<4

A

M88

G

"##

=

K

:

K

C4255C@>2C:4

.'N5<6

"

=

K

:

K"

4255C@>2C:4

O@6

#

P5Q

"

RSJ'%DH'S&S(D*&D

!

基于随机游走的流形学习与可视化
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要!现有的全局流形学习算法都敏感于邻域大小这一难以高效选取的参数!它们都采用了基于欧

氏距离的邻域图创建方法!从而使邻域图容易产生"短路#边$本文提出了一种基于随机游走模型的全

局流形学习算法%
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&$和欧氏距离相比!由随机游走

模型得到的通勤时间距离是由给定两点间的所有通路以概率为权组合而成的!不但鲁棒性更高!而且还

能在一定程度上度量具有非线性几何结构的数据之间的相似性$因此采用通勤时间距离来创建邻域图

的
TW'!",E9?

算法将不再敏感于邻域大小参数!从而可以更容易地选取邻域大小参数!同时还具有

更高的鲁棒性$最后的实验结果证实了该算法的有效性$
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引
!!

言

随着大数据时代的到来!人们越来越重视通过维数约简方法来获得高维数据的低维简洁表示!这样

可以极大地提高数据洞察力'近年来!人们提出了多种流形学习算法!可以发现很多高维非线性数据内

在的低维流形!成为目前比较有效的非线性维数约简方法(

$

)

!如典型的全局流形学习算法等距映射(

D'&

)

$

!=1N@83<:N5

GG

<4

A

!

!",E9?

%和典型的局部流形学习算法局部线性嵌入(

H'J

)

$

]1:566
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6<4@53@NL@>><4

A

!

]].

%等'其中!以等距映射为代表的一类流形学习算法通过保持数据点之间的全局度量如测地距离来

获得数据的低维嵌入!从而能更好地保持数据的全局结构*获得更好的可视化结果!称为全局流形学习

算法'这些全局流形学习算法都敏感于邻域大小这一实际中难以高效选取的参数(

*'(

)

'究其主要原因!

它们都采用了基于欧氏距离的邻域图创建方法!容易在邻域图中产生+短路,边!从而使这些全局流形学

习算法都敏感于邻域大小参数和数据中的噪声!鲁棒性较低'目前人们大都采用欧氏距离来创建邻域

图!主要有
'̀

最近邻$

'̀4@53@=84@<

A

ML13

!

#̀#

%法和
!

'

邻域$

!

'4@<

A

ML13M11>

%法等'为使邻域图能正确

反映数据的内在几何结构!从而成功运行流形学习算法!人们通常使用残差来选取合适的邻域大小参

数(

D

!

$%

)

!但需要多次运行整个流形学习算法!从而使该参数在实际中难以高效选取'通过对多个运行结

果进行集成(

S

)

!可以减弱邻域大小参数对流形学习算法的影响!但时间复杂度会明显增大'通过剔除邻

域图中的+短路,边(

$$'$D

)

!也可以减弱邻域大小参数对流形学习算法的影响!但同时又会引入新的同样难

以高效选取的额外参数'文献(

$)

!

$&

)为每一个数据点自适应地选取不同的邻域大小参数!但计算相对

复杂'

近年来!人们利用随机游走$
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%理论!在邻域图上得到了通勤时间距离(

$H'$S

)这一新型的

距离度量!它由邻域图上给定两点间的所有通路以概率为权组合而成'因此!和
!",E9?

算法采用的

单一最短路径距离相比!通勤时间距离更加鲁棒&和创建邻域图常用的欧氏距离相比!通勤时间距离能

在一定程度上度量具有非线性几何结构的数据之间的相似性(

$H'$S

)

'因此!采用通勤时间距离来创建邻

域图不但能更好地避免+短路,边!减弱邻域大小参数对流形学习算法的影响!从而更容易地选取邻域大

小参数!而且还能使流形学习算法获得更高的鲁棒性!这就是本文算法的出发点'

=

!

随机游走模型和通勤时间距离

数据分析首先需要计算任意两个数据点之间的相似度!通常采用
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其他
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%

式中"
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为数据点
!

"

和
!

#

之间的相似度!它有两个参数"

'

和
)

!

'

为尺度参数!

)

为邻域大小参数&
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!

"

I

!

#

&

为
!

"

和
!

#

之间的欧氏距离&

(

)

$

#

%为
!

#

的
)

最近邻点集合$采用欧氏距离%!

"

"

(

)

$

#

%表示
!

"

是
!

#

的一个
*̀

最近邻点'由此
*̀

最近邻法可以得到该数据集
"a

$

!

"

%!

"a$

!-!

+

上的一个邻域图
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+b+

为
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的相似度

矩阵'令
%a
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% .
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$或记作
%a><5
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为
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的度$
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%'则
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+b+
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可视为邻域图
,

上的一个转移概率矩阵!从
!

"

转移到
!

#

的概率为
0
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a!

"

#

#

.
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a

/

"
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$存在
.
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/

"

#

a$

%!由此便得到了
,

上的一个随机游走模型'在该模型中!从
!

"

出发!以概率
/

")

转移

到
!

)

!最终首次到达
!

#

的期望步数
1

$

#

&

"

%被定义为平均首次命中时间(

$H*$J

)
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该度量将邻域图上从
!

"

到
!

#

的所有通路以概率为权进行组合!不但能在一定程度上度量具有非线

性几何结构的数据之间的相似性(

$H*$S

)

$据此创建的邻域图不容易产生+短路,边!因此对邻域大小参数并

不敏感%!而且比单一的最短路径距离更加鲁棒!但它并不对称!经对称化后为通勤时间距离(

$H*$J

)
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经证明!通勤时间距离可以根据式$
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%计算得到(
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式中"
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和
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之间的通勤时间距离!
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为
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矩阵
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的广义逆$
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%算法类似!文献(

$H'$S

)给出了基于通勤时间距离的维数约简方法
'

通勤时间嵌入$

+1NN28@8<N@
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!

+O.

%算法!则

(

$!"

$

D

$

H

%

式中"

"

为包含
'

R最大几个$为了数据可视化!通常为
D

图
$

!

数据集.
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!

B

!

C

!

9

/的邻域图$

)aD
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)aD

%

或
)

%特征值的对角矩阵!

!

为对应的特征向量矩阵'给

定两点间的通路越多!或某些通路越短!其通勤时间距离

就会越小(

$H*$S

)

$如图
$

所示%'因此!

+O.

算法会扭曲数

据的全局几何结构$见随后的实验结果%'另外!基于通

勤时间距离来创建的邻域图可能会漏掉其中某些最近邻

点$如图
$

所示!如果采用通勤时间距离!数据点
B

就不

再是
:

的
)*

最近邻点$

)aD

%%!从而难以确保最短路径距

离对测地距离这一全局度量的良好逼近(

D

)

'在图
$

中!

数据集.

:

!

B

!

C

!

9

/的邻域图$

)aD

%!如细实线表示!其

中!数据点
:

的两个
)*

最近邻点为
B

和
C

'然而!如果采

用通勤时间距离!则数据点
:

的两个
)*

最近邻点不再是

B

和
C

!而是
C

和
9

!如粗虚线表示!这是因为
9

和
:

之

间存在多条相对较短的通路!如$

:

!

9

%和$

:

!

C

!

9

%'

>

!
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算法

为了更好地展现数据的全局几何结构!本文依然采用
!",E9?

算法的做法!即在低维嵌入空间中

保持由最短路径距离逼近得到的流形上唯一有意义的全局度量0测地距离&但不同之处在于本文采用

随机游走模型得到的通勤时间距离来创建邻域图!以此来减弱邻域大小参数对流形学习算法的影响!并

提高流形学习算法的鲁棒性'为了确保对测地距离的良好逼近!首先应为每个数据点都保留若干个最

近邻点!同时为了能在最大程度上避免+短路,边!本文采用使邻域图能够连通的最小
)

值$记作
)

D

%来

创建邻域图$称为最小连通邻域图!记作
,

D

%'然后在最小连通邻域图的基础上使用通勤时间距离来为

每个数据点增加更多的最近邻点'由于通勤时间距离考虑了数据内在的非线性几何结构!能在避免+短

路,边的情况下使邻域图足够稠密!从而使测地距离能够得到更加精确的逼近(

$(

)

'因此本文算法基于

随机游走模型的全局流形学习算法$
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%可简要描述为

$

$

%给定数据集
"a
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!

"

%!

"a$

!-!

+

!采用欧氏距离来创建最小连通邻域图
,

D

"
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邵
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超 等'基于随机游走的流形学习与可视化
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%采用
)*

最近邻法创建邻域图
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<<<

%在
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上运行广度优先搜索算法判断其是否连通&
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%

[48<6,

连通&
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%计算任一数据点
!

"

基于通勤时间距离的
)*

最近邻点集合
(c

)

$

"

%"
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%给定邻域大小参数
)
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!根据式$
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%计算相似矩阵
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%计算
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%根据式$
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%计算所有数据点之间的通勤时间距离
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%计算
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/$和基于欧

氏距离的
)*

最近邻点集合
(

)

$

"

%不同%!其中!

)

为邻域大小参数!

!#-

$

;

$

"

!

#

%%为
;

$

"

!

#

%在
;

$

"

!1%$除

;

$

"

!

"

%外%升序排列中的次序'

$

)

%给定邻域大小参数
)

D

!对于任一
!

"

!如果
#

"

(c

)

D

$

"

%!则将连接边
'

"

!

#

(

加入到邻域图
,

D

中!最

终得到邻域图
,

'

$

&

%在
,

上计算所有的最短路径距离$同
!",E9?

算法%'

$

H

%运行古典多维尺度分析$

+65==<:56N268<

'

><N@4=<1456=:56<4

A

!

+E-"

%算法!得到所有数据点的低

维嵌入$同
!",E9?

算法%'如上所述!

TW'!",E9?

算法主要有
)

个参数"

)

$

!

)

D

和
'

'其中!邻域大小

参数
)

$

和尺度参数
'

用于在式$

$

%中计算通勤时间距离'由于通勤时间距离以概率为权对给定两点间

的所有通路进行加权和!转移概率相对较小且稀疏得多的+短路,边对通勤时间距离的影响会比较小$如

图
D

所示!当
)

$

取不同值$如
)

$

aS

!

$J

!

D&

%时!基于通勤时间距离的
+O.

算法其结果几乎相同%!从而

使
TW'!",E9?

算法对
)

$

并不敏感'图
D

所用算法为
+O.

!数据集为
"U<==3166

$如图
)

$

5

%所示%'

图
D

!

参数
'

对可视化结果的影响

P<

A

CD

!

!4762@4:@17

G

535N@8@3'14\<=256<̂58<143@=268=
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稀疏得多的+短路,边通常都是长边!为了给长边的两个顶点赋予更小的相似度$使其具有更小的转

移概率!这样可以进一步降低+短路,边对通勤时间距离的不良影响%!尺度参数
'

通常取比较小的值!如

'a$

'为了更好地对分布不均匀的数据进行可视化!

TW'!",E9?

算法采用保角等距映射(

D%

)

$

+14713

'

N56!",E9?

!

+'!",E9?

%算法的作法!即

! !

!

"

#

$

@

%

&

E

"

%

E

#

&

D

'

"

#

"

"

(

)

$

$

#

%或者
#

"

(

)

$

$

"

%

%

#

$

%

其他

$

J

%

'

"

#

$

F槡 "

1

F槡 #

$

.

)

$

/$

$

&

!

"

%

!

"

/

&

#

)槡 $

1

.

)

$

/$

$

&

!

#

%

!

#

/

&

#

)槡 $

式中"

!

"

/

和
!

#

/

分别为
!

"

和
!

#

的第
/

个
)*

最近邻点'该方法得到的可视化结果如图
D

$

>

'

7

%所示'和图
D

$

5

'

:

%相比!给不同的连接边
'

"

!

#

(

赋予不同的参数
'

"

#

能够得到更好的可视化结果'因此随后实验中的

+O.

算法也将采用这一方法'邻域大小参数
)

D

用于在最小连通邻域图
,

D

上加入更多的连接边!由于

通勤时间距离能够在一定程度上度量具有非线性几何结构的数据之间的相似性$如图
&

$

>

'

7

%所示!在流

形上相距较远的数据点!其通勤时间距离也比较大%!采用通勤时间距离来创建邻域图不容易产生+短

路,边!从而使
TW'!",E9?

算法对
)

D

也不敏感'

图
)

!

实验中的两个数据集

P<

A

C)

!

OU1>585=@8=<4@Q

G

@3<N@48=

D

!

实验结果

DC=

!

完整流形的实验结果

!!

为了验证本文提出的
TW'!",E9?

算法的有效性!本文在
"U<==3166

(

D

)和
"':23\@

(

H

)数据集$具有

H%%

个数据点!如图
)

所示%上分别运行
!",E9?

!

]].

!

+O.

和
TW'!",E9?

算法!实验结果分别如图

&

!

H

所示'如图
&

$

5

!

L

!

>

!

@

%和图
H

$

5

!

L

!

>

!

@

%所示!当邻域大小参数合适时!如
)aS

$

"U<==3166

%和
)a$J

$

"':23\@

%!

!",E9?

和
]].

算法都能较好地展现数据的内在几何结构!然而!当邻域大小参数取更大值

时!如
)a$J

$

"U<==3166

%和
)aD&

$

"':23\@

%!

!",E9?

算法和
]].

算法会扭曲数据的内在几何结构!相

比之下!

+O.

算法能较好地展现数据的内在几何结构!但会扭曲数据的全局几何结构!如图
&

$

:

!

7

%和图

H

$

:

!

7

%所示'如图
&

$

A

'

K

%和图
H

$

A

'

K

%所示!和
!",E9?

!

]].

算法相比!

TW'!",E9?

算法并不敏感于它

的两个邻域大小参数
)

$

和
)

D

'和
]].

!

+O.

算法相比!

TW'!",E9?

算法能更好地展现数据的全局几

何结构!这是因为
TW'!",E9?

算法保持的也是测地距离这一全局度量!而不是和通路条数相关的通

)JH!

邵
!
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勤时间距离'为了验证
TW'!",E9?

算法的鲁棒性!本文在这两个数据集上分别加入了一定程度的噪

声(

D$

)

!并再次运行
!",E9?

算法*

]].

算法*

+O.

算法和
TW'!",E9?

算法!实验结果分别如图
J

!

*

所

示'如图
J

$

5

'

:

%和图
*

$

5

'

:

%所示!在加入了噪声的这两个数据集上!

!",E9?

和
]].

算法已经不能正

确地展现数据的内在几何结构!而
+O.

算法却依然能较好地展现数据的内在几何结构!从而具有一定

图
&

!

不同算法对
"U<==3166

的可视化结果

P<

A

C&

!

B<=256<̂58<143@=268=17><77@3@4856

A

13<8MN=14"U<==3166
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图
H

!

不同算法对
"':23\@

的可视化结果

P<

A

CH

!

B<=256<̂58<143@=268=17><77@3@4856

A

13<8MN=14"':23\@

图
J

!

不同算法对加入了噪声的
"U<==3166

的可视化结果

P<

A

CJ

!

B<=256<̂58<143@=268=17><77@3@4856

A

13<8MN=14"U<==3166U<8M41<=@

HJH!

邵
!
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图
*

!

不同算法对加入了噪声的
"':23\@

的可视化结果

P<

A

C*

!

B<=256<̂58<143@=268=17><77@3@4856

A

13<8MN=14"':23\@U<8M41<=@

的鲁棒性'相比之下!如图
J

$

A

'

K

%和图
*

$

A

'

K

%所示!在加入了噪声的这两个数据集上!

TW'!",E9?

算

法依然能较好地展现数据的内在几何结构!不但具有和
+O.

算法$如图
J

$

:

!

7

%和图
J

$

:

!

7

%所示%相当的

鲁棒性!而且具有更好的全局保持能力'众所周知!残差可用来衡量低维嵌入映射的质量!进而用来判

断流形学习算法对邻域大小参数的敏感程度'如图
S

所示!

TW'!",E9?

和
+O.

算法对邻域大小参数

的敏感程度远低于
!",E9?

和
]].

算法'此外
TW'!",E9?

算法得到的映射质量要远好于
+O.

算

法$表现为更小的残差%'

图
S

!

不同算法得到的残差

P<

A

CS

!

T@=<>256\53<54:@=1L85<4@>L

F

><77@3@4856

A

13<8MN=14><77@3@48>585=@8=

DC>

!

不完整流形的实验结果

为了验证
TW'!",E9?

算法在不完整流形上的有效性!本文在
"U<==3166

数据集上去掉一些数据

点形成一个空洞$如图
(

所示%!再次运行
!",E9?

算法*

]].

算法*

+O.

算法和
TW'!",E9?

算法!实

验结果如图
$%

所示!

TW'!",E9?

算法不但能较好地展现该数据的内在几何结构$

!",E9?

算法只有

在邻域大小参数合适时才能做到这一点%!而且对邻域大小参数也不敏感'

DCD

!

实际数据集的实验结果

为了验证
TW'!",E9?

算法在实际数据集上的有效性!本文在人脸数据集(

D

)上再次运行
!",E9?

算法*

]].

算法*

+O.

算法和
TW'!",E9?

算法'如图
$$

所示!

TW'!",E9?

和
+O.

算法对邻域大小
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图
(

!

带有空洞的
"U<==3166

及其内在低维流形

P<

A

C(

!

"U<==3166>585=@8U<8MM16@54><8=<483<4=<:61U

'

><N@4=<1456N5<6716>

图
$%

!

不同算法对带有空洞的
"U<==3166

的可视化结果

P<

A

C$%

!

B<=256<̂58<143@=268=17><77@3@4856

A

13<8MN=14"U<==3166U<8MM16@

参数的敏感程度依然低于
!",E9?

和
]].

算法'给定邻域大小参数
)a)

$

a)

D

a$%

$比最大合适邻域

大小
)aS

$如图
$$

所示%稍大%!图
$$

由该邻域大小参数在
!",E9?

!

]].

和
+O.

这
)

个算法中为
)

!

而在
TW'!",E9?

算法中为
)

D

'

TW'!",E9?

算法依然能获得人脸图像的有意义排列$如图
$D

所示%'

*JH!

邵
!
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图
$$

!

不同算法在人脸数据集上得到的残差

P<

A

C$$

!

T@=<>256\53<54:@=1L85<4@>L

F

><77@3@4856

A

13<8MN=1475:@>585=@8

图
$D

!

不同算法对人脸数据集的可视化结果

P<

A

C$D

!

B<=256<̂58<143@=268=17><77@3@4856

A

13<8MN=1475:@>585=@8

E

!

结束语

由随机游走模型得到的通勤时间距离具有良好的鲁棒性!且考虑了数据内在的非线性几何结构!因

此本文提出了基于随机游走的全局流形学习算法
TW'!",E9?

!以克服传统的基于欧氏距离的邻域图

创建方法鲁棒性差*拓扑不稳定等问题'该算法在最小连通邻域图的基础上加入更多的基于通勤时间

距离的连接边!从而能在避免+短路,边的前提下使邻域图足够稠密!以实现对测地距离的良好逼近'因

此该算法不但能真实地展现数据的全局几何结构!而且具有较高的鲁棒性'如何将该算法扩展至多流

形数据将是下一步的研究内容'
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