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共线方程解算外方位元素考虑矩阵
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%

/

%

O

D

/

%

D

& $

DEK

&

式中
0

$$

1

!

O

$

!

$

!

0

$D

!

!

O

$

!

D

!

0

D$

!

!

O

D

!

$

!

0

DD

!

!

O

D

!

D

(

矩阵
!

$

列满秩!所以
0

$$

为满秩方阵!其逆存在且唯一!由式$

DE5

&可以得到

/

%

$

!*

0

*

$

$$

$

0

$D

/

%

D

*

!

O

$

"

& $

DI

&

式$

DI

&代入$

DEK

&整理!可以得到

/

%

D

!

$

0

DD

*

0

D$

0

*

$

$$

0

$D

&

*

$

*

!

O

D

"

*

0

D$

0

*

$

$$

!

O

$

"

%

/

%

D

,

$

!

,

-

*

"

&

O

$

!-

*

"

&#$

$

%

/

%

O

D

/

%

D

&+

!

$

0

DD

*

0

D$

0

*

$

$$

0

$D

&

*

$

*

!

O

D

"

*

0

D$

0

*

$

$$

!

O

$

"

%

/

%

D

,

/

#

+ $

D*

&

式中/

#!

$

!

/

%

*

"

&

?

$

!

/

%

*

"

&#$

$

%

/

%

O

D

/

%

D

&(式$

D*

&可以通过迭代解算得到参数估值(

根据上面分析可以得到混合总体最小二乘的迭代计算步骤如下"

#

/

#!

%

!

/

%

$

$

&

!

0

*

$

7

!

0

!

!

O

!

!

7

!

!

O

"

$

DG5

&

$

/

#

$

9

&

c

$

"H!

/

%

$

9

&

&

?

$

(H!

/

%

$

9

&

&#$

$R

$

/

%

$

9

&

D

&

O

/

%

$

9

&

D

& $

DGK

&

%

/

%

$

9R$

&

D

c

$

0

DD

H0

D$

0

H$

$$

0

$D

&

H$

*

!

O

D

"H0

D$

0

H$

$$

!

O

$

"R%

$

9

&

D

,

#

$

9

&

+ $

DG:

&

&

/

%

$

9R$

&

$

cH0

H$

$$

$

0

$D

/

%

$

9

&

D

H!

O

$

"

& $

DG>

&

'

当
.

/

%

$

9R$

&

D

H

/

%

$

9

&

D

.4#

时!计算结束(

单位权方差以及参数的协方差矩阵*

)

+

"

D

%

$

?(@

&

!

/

.

"

*

$

$

D(

&

!!

由式$

D*

&易得

5

$

/

%

D

&

!"

D

%

$

0

DD

*

0

D$

0

*

$

$$

0

$D

*

/

#

)

$

D

&

*

$

0

DD

$

0

DD

*

0

D$

0

*

$

$$

0

$D

*

)

$

D

/

#

&

*

$

$

)%

&

/

%

$

12

0

*

$

$$

$

0

$D

/

%

D

*

!

O

$

"

&

!*

0

*

$

$$

*

0

$D

$

0

DD

*

0

D$

0

*

$

$$

0

$D

*

/

#

)

$

D

&

*

$

!

O

D

*

!

O

$

+

"

!

3"

$

)$

&

5

$

/

%

$

&

!"

D

%

33

O

$

)D

&

或
5

$

/

%

&

!

!

O

!

*

/

#

% %

% )

$

* +$ &

D

*

$

!

O

! !

O

!

*

/

#

% %

% )

$

* +$ &

D

*

$

$
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&

E%G!

鲁铁定 等%混合总体最小二乘的迭代解算算法



A

!

混合总体最小二乘的逼近解法与矩阵分解法关系

将解算结果代入$

$(

&得

)

e

!

*

'

"

!

/

%

O

D $

)

"

+

/

)

/

)

!

* +

D

!

/

)

*

/

)

!

D

/

%

D

!

!

/

%

*

"

$

)&

&

!!

根据式$

(

&的混合总体最小二乘准则!应用条件平差原理容易得法方程式

'

"

*

/

%

O

D $

'

* +

"

'

"

*

/

%

D $

'

* +

"

4

!

)

e

!

!

/

%

*

"

$

)E

&

!!

解算可以得联系数向量矩阵
4

为

4

!

$

$

%

/

%

O

D

/

%

D

&

*

$

)

e

!

$

$

%

/

%

O

D

/

%

D

&

*

$

$

!

/

%

*

"

& $

)I

&

式$

)I

&代入式$

)E

&整理可得

2

)

!

$

$

%

/

%

O

D

/

%

D

&

*

$

$

!

/

%

*

"

& $

)*5

&

2

)

'

D

!

$

*

/

%

D $

'

"

&$

$

%

/

%

O

D

/

%

D

&

*

$

$

!

/

%

*

"

& $

)*K

&

由
3̀14@:[@3

积的性质易知!式$

)*K

&可表示为如下形式

/

(

'

D

!*

$

$

%

/

%

O

D

/

%

D

&

*

$

$

!

/

%

*

"

&

/

%

O

D

$

)G

&

于是

5

#!

$

"

*

!

/

%

&

?

$

"

*

!

/

%
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$

%

/

%

O

D

/

%

D

&

!

2

)

O

2

)

%

2

)

!

O

D

2

)

'

D

!

*

"

O

$

"

*

!

/

%

&

*

/

%

O

!

O

$

"
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!

/

%
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/
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O

D

/
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D

&

!
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"

O
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*

!

/

%

&

%

/

%

O

$

%

/

%
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D

5

#
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$
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/

%

O

D

/

%

D

&

!

"

O

"

*

$

!

O

"

&

?

/

%

$

)(

&

将
!

!

!

$

!

* +

D

!

%

!

%

$

5 %

O

* +

D

代入式$

)(

&!并与式$

DE

&联立可以表示为

!

O

$

!

$

/

%

$

%

!

O

$

!

D

/

%

D

*

!

O

$

"

!

%

$

&%5

&

!

O

D

!

$

/

%

$

%

!

O

D

!

D

/

%

D

*

!

O

D

"

!

/

%

D

/

#

$

&%K

&

$

!

O

$

"

&

?

/

%

$

%

$

!

O

D

"

&

?

/

%

D

*

"

O

"

!*

/

#

$

&%:

6

)

*

&

!!

由式$

&%5

&可得

/

%

$

!

$

!

O

$

!

$

&

*

$

$

!

O

$

"

*

!

O

$

!

D

/

%

D

&
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$

!

O

$

!
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&

*
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!

O
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!

D

/

%

D

%

$

!

O

$

!

$

&

*

$

!

O

$

"

$

&$

&

所以式$

&%K

&和$

&%:

&可整理为

!

O

D

$

'

"

*

!

$

$

!

O

$

!

$

&

*

$

!

O

$

&

!

D

/

%

D

*

!

O

D

$

'

"

*

!

$

$

!

O

$

!

$

&

*

$

!

O

$

&

"

!

/

%

D

/

#

$

&D5

&

"

O

$

'

"
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!

$

$

!

O

$

!

$

&

*

$

!

O

$

&

!

D

/

%

D

*

"

O

$

'

"

*

!

$

$

!

O

$

!

$

&

*

$

!

O

$

&

"

!*

/

#

$

&DK

&

!!

设
6

!

!

$

$

!

O

$

!

$

&

*

$

!

$

!

7

!

'

"

*

6

!容易验证
66

!

6

!

77

!

7

!所以矩阵
6

和矩阵
7

均为幂等矩阵(

其秩分别为
&

$

.

&

!

83

$

.

&

!

$

$

!

&

$

A

&

!

83

$

A

&

!

"

*

$

$

(由幂等矩阵的性质知!矩阵
7

的秩为
"

*

$

$

!所以
7

有
"

*

$

$

个特征值
$

和
$

$

个特征值
%

(其奇异值分解为

7

!

,

'

"

*

$

$

%

* +

% %

,

O

!

,

$$

,

$D

,

D$

,

* +

DD

)

"

*

$

$

%

* +

% %

,

$$

,

$D

,

D$

,

* +

DD

?

!

,

$$

,

O

$$

$

&)

&

于是式$

&D5

&和式$

&DK

&可表示为

!

O

D

,

$$

,

O

$$

!

D

!

O

D

,
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,

O

$$

"

"

O

,
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,

O
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!

D

"

O

,
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,

O

$$

* +

"

/

%

D

*

* +

$

!

/

%

D

*

* +

$

/

#

$

&&

&

!!

根据
V162K

!

a177N54

和
"8@\538>

*

(

+等提出的解算理论!对式$

$)K

&的增广矩阵进行奇异值分解!用

最小奇异值对应的右特征向量可以来求解其总体最小二乘解!即/

%

应满足特征向量方程*

(

+

I%G

数据采集与处理
./01"23/

4

5262'7

8

09:969/"2";<1/7=::9"

>

B16C)%

!

#1C&

!

D%$E
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&

D
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(

O

&
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!

&

D
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(

/

%

D

*
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!

/

%

D

*
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$

"

D

$

D

%

$

$

&E

&

!!

由 式 $

$D

&知!

&

DD

!

&

D(

为 正 交 变 换 得 到!式 $

&E

&中
"

D

$

D

%

$

为 矩 阵
&

DD

!

&

D

* +

(

O

&

DD

!

&

D

* +

(

!

!

O

D

B

D

*

O

D

!

D

!

O

D

B

D

*

O

D

"

"

O

B

D

*

O

D

!

D

"

O

B

D

*

O

D

* +

"

的最小特征值(由矩阵的奇异值性质可知!矩阵的奇异值具有酉不变性$或正

交不变性&

*

$)

+

!所以矩阵
!

O

D

,

$$

,

?

$$

!

D

!

O

D

,

$$

,

O

$$

"

"

O

,

$$

,

O

$$

!

D

"

O

,

$$

,

O

$$

* +

"

与
!

O

D

*

D

*

O

D

!

D

!

O

D

*

D

*

O

D

"

"

O

*

D

*

O

D

!

D

"

O

*

D

*

O

D

* +

"

具有相同的奇异值(

所以式$

&&

&为特征值问题*

$)

+

!参数的总体最小二乘解为最小特征值对应的特征向量*

$&

+

!这和
V162K

!

a177N54

和
"8@\538

提出的方法完全一致*

(

+

(

B

!

算例分析

BC>

!

算例
>

!!

根据平面方程式为
C

!

-

%

DD

%

)

模拟
$I

组观测数据!观测噪声
=

!

E

$

%

!

"

D

'

&!

"!

%F$

!

'

为单位

阵!观测数据如表
$

!设平面方程为
C

!

2-

%

GD

%

7

!用两种方法确定平面方程(

表
>

!

平面方程观测样本值

5%9)#>

!

C97#$'%"&+87%-

D

)#1%"%+.

D

)%8##

E

F%"&+8

编号
- D C

编号
- D C

$ $C%% $C%E EC(E ( &C(I $C%G $%C$I

D $C%D DC(D $%C%$ $% &C(I DC(D $)CGI

) $C$* &C(( $&C%) $$ EC%$ &C(& $*CGE

& %C*( *C%I $GC%( $D &C(I *C%$ D$C((

E )C%$ $C%D GC%E $) IC(& $C%% $DC%$

I DCG( )CDI $DC%D $& *C%G DC(( $EC(D

* DCG& &CG* $ECGI $E IC(D &CG& $(C(&

G )C%I *C$% D%C$% $I IC(* *C$* D)C((

最小二乘法解算结果为,

2

!

%F((G*

!

,

G

!

$F((*$

!

,

7

!

)F%%E%

!所得拟合平面为
C

!

%F((G*-

%

$F((*$D

%

)F%%E%

(混合总体最小二乘解算!根据最小二乘结果计算得到5

#

$

$

&

c

$

"H!

/

%

$

$

&

&

O

$

"H

!

/

%

$

$

&

&#$

$R

$

/

%

$

$

&

D

&

O

/

%

$

$

&

D

&

c%F%((D*&%I)$E(*(GD

!解算得到,

2

!

$F%%%%

!

,

G

!

$F(((E

!

,

7

!

DF((%%

!再

次代入式$

DGK

&解算/

#

$

D

&

!

%F%(($*$$&%)G)EE((

!得到,

2

!

$F%%%%

!

,

G

!

$F(((E

!

,

7

!

DF((%%

!所得拟

合平面为
C

!

$F%%%-

%

$F(((ED

%

DF((%%

(

从解算结果可以看出!混合总体最小二乘结果比最小二乘更接近真值!拟合效果更好(

BG@

!

算例
@

以文献*

$E

+例
EHD

数据为样本观测值!共计
DE

个点!假设回归直线为
I

!

2

%

GJ

或
J

!

7

%

;

I

( 表

D

为所有的样本点数据(

&FDF$

!

方案
$

以
J

为自变量!

I

为因变量建立回归方程
I

!

2

%

GJ

!应用本文提出的迭代算法!首先根据最小二乘

计算得到参数的近似值!代入公式

5

#

$

9

&

!

$

"

*

!

/

%

$

9

&

&

O

$

"

*

!

/

%

$

9

&

&#$

$

%

$

/

%

$

9

&

D

&

O

/

%

$

9

&

D

& $

&I

&

可得
$

$

$

&

!

$GF%IGE&

(

*%G!

鲁铁定 等%混合总体最小二乘的迭代解算算法



代入公式

/

%

$

9

%

$

&

D

!

$

0

DD

2

0

D$

0

*

$

$$

0

$D

&

*

$

*

!

O

D

"

*

0

D$

0

*

$

$$

!

O

$

"

%

/

%

$

9

&

D

,

5

#

$

9

&

+ $

&*

&

可得,

G

$

D

&

!*

%F%G%$DE

(

表
@

!

直线方程观测样本值

5%9)#@

!

C97#$'%"&+87%-

D

)#1%"%+.7"$%&

*

,")&8##

E

F%"&+8

编号
$ D ) & E I * G ( $% $$ $D $)

D $%F(G$$F$)$DFE$ GF&% (FD* GF*) IF)I GFE% *FGD (F$& GFD& $DF$($$FGG

- )EF) D(F* )%FG EGFG I$F& *$F) *&F& *IFI *%F* E*FE &IF& DGF( DGF$

编号
$& $E $I $* $G $( D% D$ DD D) D& DE

D (FE* $%F(& (FEG $%F%( GF$$ IFG) GFGG *FIG GF&* GFGI $%F)G$$F%G

- )(C$ &ICG &GCE E(C) *%C% *%C% *&CE *DC$ EGC$ &&CI ))C& DGCI

代入公式

/

%

$

9

%

$

&

$

!*

0

*

$

$$

$

0

$D

/

%

$

9

&

D

*

!

O

$

"

& $

&G

&

计算可得,

2

$

D

&

!

$)FI)(%I
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结束语

奇异值分解算法是一种常用的混合总体最小二乘的解算方法!本文应用测量数据处理的方法推导

了混合总体最小二乘的解算公式!通过与奇异值分解解法的关系分析!论证了文中的解算方法与奇异值

分解算法具有等价性(文中给出的解算公式对于解决测量实践的数据处理问题具有参考价值!它避开

了数学中解决此问题的矩阵分解解法(本文中考虑的情况为独立等精度情形下的公式!如果观测向量

和系数矩阵为不等精度或相关情形还需要进一步分析研究(
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