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问题的最新算法研究

刘
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柳
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陶大程

$悉尼科技大学工程与信息技术学院量子计算与智能系统研究中心!悉尼!澳大利亚!
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摘
!

要!随着大规模数据的增加!解决
S5==1

问题成为一个新的热点!以往的方法很难满足大数据背景

下的时间和效率问题"为了解决大规模数据及高维数据而带来的计算和储存的困难!本文从三个方面

分析最新的算法!即一阶方法#随机方法及并行和分布计算"本文介绍和分析了解决最小收缩和选择算

子$

S@5=85J=1628@=L3<4T5

A

@54>=@6@:8<141

F

@35813

!

S5==1

%问题的最新算法&梯度下降方法#交替方向乘

子法$

968@3458<4

A

><3@:8<14M@8L1>17M268<
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%和坐标下降方法"其中梯度下降结合一阶方

法和
#@=8@31V

的加速和光滑技术'交替方向乘子方法将随机方法融入在最新的算法中'坐标下降方法

利用其坐标系的特点结合一阶方法#随机方法和并行和分布计算!本文分别从原始目标函数和对偶目标

函数的角度对算法进行分析和研究"

关键词&

S5==1
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引
!!

言

随着科技的进步!收集数据的技术也有了很大的发展'因此如何有效地从数据中挖掘出有用的信

息也越来越受到人们的关注'一般采用基于机器学习和统计的方法来解决大规模数据!这种趋势称为

(大数据)'它在很多领域中起着非常重要的作用!如人工智能*网络应用*计算生物*医学*金融和市场

等'虽然应用在不同的方面!但是大数据问题却又几个共同的特点"$

$

%数据量非常大!包含几百万个或

上亿个训练样本&$

D

%数据的维度很高!通常会详细记录每一个样本的的信息&$

)

%大规模的数据通常以

分布式的方式储存或收集'在机器学习的算法中!对最新算法的要求既能够解决数据的复杂性又能够

采用平行或分布式的方法处理大数据'

S5==1

问题是
$((H

年
N<J=L<354<

+

$

,使用
S$

惩罚因子解决含有独立高斯分布的线性回归问题!

S5==1

问题包含平方误差的求和以及
S$

正则化项'虽然
S5==1

问题出现的比较晚!然而正则化项早在
$(&)

年
N<TL141V

就提出用来逼近不可解的整数等式问题'通常情况下!在参数中增加约束化项!用来求解

评估问题!如最大似然函数'正则化项用来减小变量从而避免过拟合!得到的正则化项的解更稳定!

]<:T@6

+

D

,给出了正则化项在统计理论中详细的分析'

S5==1

问题在解决稀疏规划中起着非常重要的作用'它可以解释为寻找最小二乘或线性回归问题

的稀疏问题!即采用若干个非零的变量'

S5==1

问题在信号处理领域中同样起着重要的作用!包括解决

稀疏信号修复+

)

,

*稀疏回归+

&

,

*稀疏图回归+

E

,

!稀疏逆协方差 +

H

,和稀疏字典的学习+

*

,

'生物数据的分

析+

R

,

!比如选取大数据中的一小部分来预测结果'

S5==1

问题同样可以应用在视频中!

@̂4

A

+

(

,采用并行

S5==1

的方法解决大规模视频概念检测!

L̀2

+

E

,使用
3̂12

F

S5==1

解决视频标签以及
L̀12

+

$%

,用稀疏离群

值分割移动目标'在图像处理中!

9714=1

+

$$

,使用
S5==1

方法解决图像修复*图像去噪+

$D

,和去模糊+

$)

,

!其

中正则化项是图像的梯度范数*网页图像排序+

$&

,及图像质量评估+

$E

,

!利用稀疏编码处理图像标签+

)

,问

题'在遥感领域中!

S5==1

问题用来解决稀疏解混 +

$H'$R

,

!从而可以得到每个端元都含有哪些物质!在航

天*农业领域!对研究物质成分问题起着非常重要的作用'

解决
S5==1

问题的方法有很多!其中
.7314

+

$(

,

D%%&

年提出最小角回归!它能够有效地解决潜在的

S5==1

优化问题!同时在统计和机器学习领域!它为加速
S5==1

算法提供了一个重要的工具'在解决大

规模数据问题中!梯度下降方法是最简单的方法'

#@=8@31V

+

D%

!

D$

,提出最优的梯度下降方法和光滑模型!

在
S5==1

问题中被广泛的应用!如快速的交替方向优化方法+

DD

,

!锥模型优化方法+

D)

,以及快速迭代收缩

阈值方法+

D&

,

'随着数据量的增加!

9-UU

能够解决大数据问题!并且已经成功地应用在很多领域!包

括解决
S5==1

问题!

]@:T

+

D&

,结合
#@=8@31V

的加速方法!提出了快速的方法!其中
N1M

+

DE

,提出了快速的

9-UU

方法'最近的研究者
N5<

I

<

+

DH

!

D*

,和
a25

+

DR

,结合大数据的特点采用随机的方法!在原有算法的基

础上!提高了算法的收敛率!

在大数据背景下随机坐标下降方法成为一个新的热点!而随机优化方法在解决高维数据和大规模

样本有至关重要的作用'

#@=8@31V

+

D(

,和
0<

+

)%

,分别给出了随机坐标下降方法的理论分析和证明'越来越

多的基于随机优化方法出现在
S5==1

问题!包括原始随机坐标下降方法+

D(

!

)$

,

!对偶随机坐标下降方

法+

)D

!

))

,和原始随机对偶坐标下降方法+

)&

!

)E

,

!而且基本的随机下降坐标方法结合了一阶最优方法+

)H

,

*随

机方法和并行分布系统!这三个方面在解决大规模数据中起着非常重要的作用!弥补了一般算法在大数

据背景下的不足!其中
#@=8@31V

加速的一阶最优方法!只需要一阶梯度信息!从而运算复杂度小*速度

快&随机的方法主要考虑大数据的本质!因为最终决定最优解的信息并不需要全部的数据!如果全部的

数据都用来计算不仅需要更多储存空间!而且会消耗更多的时间!从而影响算法的性能'最近

9V314

+

)*')(

,介绍了在随机梯度和随机坐标下降方法下的多核运算!

0<

+

&%'&D

,在
b5:\M53\

算法和坐标下降

算法中提出异步并行计算提高收敛率'

H)

数据采集与处理
!"#$%&'"

(

)&*&+,

-
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3
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!

#1C$

!

D%$E



在解决
S5==1

问题的过程中!很多实验室公开了软件包和代码!以供大家学习和研究!其中包含凸

优化模型框架
+Bc

+

&)

,

!它可以用来解决所有的凸优化问题&压缩感知包
6$'U9̂ !+

+

&&

,

!它将问题转化为

两阶凸规划$

"@:14>

'

13>@3:14@

F

31

A

35M

!

",+?=

%!一阶锥模型$

N@M

F

658@=7137<3=8

'

13>@3:14<:=16V@3=

!

NO,+"

%

+

D)

,

!它主要是将问题转化为标准的锥模型!并利用一阶优化方法&共轭梯度迭代方法$

+14

I

2

A

58@

A

35><@48<8@358<V@=L3<4T5

A

@

#

8L3@=L16><4

A

!

+̂ !"N

%

+

&E

,

!它主要结合向前向后分裂方法和加速步长方法'

;

!

!"##$

问题

在机器学习的优化算法中!一般的凸优化问题可以表示为

M<4

4

"

%

0

1

$

!

%

5

#

%

.

5

$

!

.

"

N

<

$ %

!

6"

3

$%

- .

!

$

$

%

其对偶函数为

M<4

7

"

%

)

$

#

%

5

#

%

.

5

$

8

!

$

.

8

7

$ %

.

8"

3

$

$

"

#

%

.

5

$

"

.

7

$ %- .

.

$

D

%

式中"

"

$

!/!

"

%

"

%

0 为&

%

个数据样本向量&

!

$

!/!

!

%

为损失函数&

!

$

$

!

999

!

!

$

%

为
!

的共轭函数&

3

$ %

0 为正则化函数&

3

$

$ %

0 为
3

的共轭函数&

!

为原始变量&

7

为对偶变量&

"%

%

为正则化参数'

每一个样本数据
"

.

对应着一个独立的变量
$

.

!当
!

.

"

N

.

$ %

4 d

$

D

"

N

.

!G$

$ %

.

D

!

3

$%

! d

&

!

&

$

!即得到

'

$

约束线性回归的特殊形式!称为
S5==1

问题+

$

,

!即

M<4

$

D

&

%!

8

$

&

D

D

6"&

!

&

$

$

)

%

!!

式中"变量
!

"

%

%

&矩阵
%

"

%

:e%

&

$

"

%

:

&

"'

%

是尺度约束参数'

S5==1

问题可以解释为寻找最小二

乘或线性回归问题的稀疏解'

;<;

!

一般的
!"##$

问题

M<4

$

D

&

%!

8

$

&

D

D

6"&

&!

&

$

$

&

%

!!

其中
&

是任意的线性变换!一个特殊的例子是当
&

为差异矩阵时!有

;

.

<

5

$

8

$

%

<

5

.

6

$

<

5

.

(

)

*

其他

$

E

%

!!

这个问题转变为
NB

降噪问题+

&H

,

!在信号处理中有广泛的应用'当
%d'

!

&

是二次差分矩阵!问题

变为
=$

趋势滤波+

&*

,

!用来分析在不同学科中的时间序列数据'更新
!

的迭代过程中!矩阵
%

N

%Q&

>

&

是五对角矩阵!只需运行
?

$

%

%的浮点运算'

;<=

!

组
!"##$

问题

M<4

$

D

&

%!

8

$

&

D

D

6"

#

@

.

5

$

&

!

.

&

D

!!

式中
!d 4

$

!/!

4

$ %

@

!

!

.

"

%

(

)

!每一个正则化约束项都是分开的!但并不是完全的分开!这种
=$

范

数约束的扩展问题称之为组
S5==1

问题+

&R

!

&(

,

!或者叫做
"2M17413M=3@

A

2653<\58<14

+

E%

,

!解决组
S5==1

问

题一般采用分裂的方法!并对每一个子问题进行
S5==1

问题的处理'

随着大规模数据的增加!以往解决
S5==1

问题的方法很难满足人们对时间和效率的要求'当数据

的维度越来越大!函数值或梯度值计算就会变得越来越困难!尤其是当数据的空间维度大于存储空间

时!一般的梯度方法将不再适用'如果储存空间不影响梯度的运算!那么大数据的运算可能会消耗更多

*)!

刘柳 等&

S5==1

问题的最新算法研究



的时间!从而在实际应用中会受到影响!比如图像处理过程'除了数据的大小!并不是所有的数据都要

用来描述机器学习的相关问题!其中一部分数据就可以解决优化问题!而不是等到全部的数据都处理

完'所以解决这些问题的方法不仅要考虑算法的复杂度!而且还应从实际问题出发!考虑如何能够更快

地解决大规模数据带来的困难'

=

!

!"##$

问题解决方法

大规模数据下的
S5==1

问题主要面临着计算复杂度和时间复杂度问题!而解决这些问题主要从三

个方面考虑+

E$

,

"$

$

%一阶方法'一阶方法使用目标函数的梯度信息!虽然获得较低或中等精确的数值结

果!但是相比一些复杂的运算过程!一阶方法消耗更短的时间'根据邻近映射原则!一阶方法能够解决

非光滑函数问题!并且适合分布和并行计算'$

D

%随机性'随机问题在其他的逼近问题中尤为突出!因

为它能够控制期望值!从而增加一阶方法的可扩展性'关键的问题是随机更新部分变量信息!而不是全

部的变量!进而并不需要全部的梯度信息&简单的统计评估就能有很好的计算结果&$

)

%并行和梯度计

算"一阶梯度方法能够用在并行计算和分布优化中!同时还可以从集中通信的并行计算扩展到分散通信

的异步算法'这
)

个方面在大数据中起着重要的作用!比如随机一阶方法比确定策略的方法要快!它能

够忽略一小部分信息而获得高概率的最优目标函数结果+

)&

,

'

=C;

!

梯度下降方法

梯度下降的方法是基于一阶方法!利用局部梯度信息和迭代公式

!

A

6

$

5

!

A

8

&

A

+

(

!

$ %

A

$

*

%

!!

当目标函数为光滑函数时!可以使用更快的加速方法!如牛顿方法!但是它需要目标函数更多的信

息!比如二阶求导信息!从而消耗更多的时间!而这些信息并不容易在约束函数和非光滑函数中得到'

梯度下降法却弥补了这些缺点'一般的梯度下降方法需要
?

$

$

#

#

%的迭代次数才能达到
#

的精确结果'

#@=8@31V

+

D%

,提出了一个改进!增加一个额外的动量步长
$

dA

#

A

$ %

Q$

!从而到达到
?

$

$

#

#

D

%的迭代次数!

这种方法称为最优一阶方法'表
$

给出了加速方法在凸函数和强凸函数中的算法复杂度'为了能够得

到强凸函数!可以在目标函数中增加约束化项'因为如果函数
(

$%

! G

%

#

D!

D

D

是凸函数的!那么是
(

$%

!

强凸函数!所以非光滑函数也可以有强凸函数的性质!在
S5==1

函数中增加一个约束项!即
3

$%

! d!

$

Q

%

#

D!

D

D

'

表
;

!

梯度下降方法的算法复杂度比较

>"62&;

!
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@
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:

$0,.&"2

3

$5(,.7+$7

@

"5(#$*$0

3

5"/(&*,"#+&*,7&,.$/

算法 凸函数 强凸函数

梯度下降
?

$

=0

D

#

#

%

? =

#

%
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A

0

D

$ %$ %

#

加速梯度下降
?

$

=0

D

#槡 #

% ?

=

#槡
#

'"

3

>

D

$ %$ %

$

DC$C$

!

邻近梯度方法

邻近算法+

ED

,可以看成是解决非光滑*约束*大规模和分布式问题的工具'邻近算法可以看成是求

解一部分凸优化问题!从邻近运算定义可以看出

F

31P

3

$%

#

5

53

A

M<4

4

3

$%

!

6

$

D

&

!

8

#

&

- .

D

D

$

R

%

函数的邻近运算等价于求解函数的梯度步长
F

31P

3

$%

#

5

#

8+

3

$%

!

'

S5==1

函数是一般混合目标函数的一种特殊形式!邻近梯度方法可以利用混合函数的性质!获得在

光滑梯度方法下的相同的收敛速度$如表
$

%!邻近梯度方法可以看成是最优梯度方法的扩展!于是原始

的
S5==1

问题结合最优梯度方法和邻近梯度方法!得到基于
!

A 展开的目标函数

R)

数据采集与处理
!"#$%&'"

(
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-
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3
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!
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!
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(

!
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(

!
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!
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#
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D
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3
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$

(
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!!

应用
#@=8@31V

的加速方法!得到加速的邻近梯度方法

!

A
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$
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(
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A
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!
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A

$
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%

!!

在
S5==1

问题中
3

$

4

%为
=$

范数!邻近运算可以通过软阈值的方法求解!这种加速的方法称为快速

收缩阈值算法$

O5=8<8@358<V@=L3<4T5

A

@

#

8L3@=L16><4

A

56

A

13<8LM

!

O!"N9

%

+

D&

,

'除了在迭代步骤能够减少

迭代次数*增加收敛率!

]65:T713>

+

E)BEE

,采用了并行矩阵
B

向量相乘的方法来加速运算'

D9$9D

!

对偶锥方法

对偶锥+

D)

,方法结合对偶*光滑和一阶优化方法!用来解决一般的凸锥优化问题'该方法的优点是

能够得到稳定*有效的迭代方法'不用于邻近梯度方法!对偶锥方法在对偶函数中加入一阶优化方法'

在原始函数中!这两种方法都增加了一个约束项!使得目标函数为强凸函数!从而达到表
$

中的收敛速

度'对偶锥方法可以看成是不断的缩减原始和对偶函数差值!当原始函数值和目标函数值相同时!即达

到最优解'对偶锥方法包含
&

个步骤'

$

$

%确定等价的锥形式

S5==1

问题的锥形式可以表示为

M<4

!

&

!

&

$

=C8C

&

%!

8

$

&

,

#

$

$$

%

!!

$

D

%确定对偶形式

原始函数不采用一阶优化方法有几种可能"$

$

%原函数非光滑&$

D

%投影在
&

%!G$

&,#

需要消耗

大量的时间!所以将问题转化为对偶问题用于减少运算时间!对偶问题表示为

M5P

+

<47

!

&

!

&

$

8
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+

!

%!

8

$

- .

2 $

$D

%
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$

)

%应用光滑技术

S5==1

问题中含有
=$

范数!从而应用
#@=8@31V

的光滑技术!在原目标函数中增加约束项!得到光滑

的对偶问题
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%
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&
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+
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$
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$

&

%使用一阶优化方法

在对偶函数中使用一阶优化方法!类似于邻近梯度方法!同样采用
#@=8@31V

的加速方法!只不过变

量增加了对偶变量'对偶锥方法可以看成是鞍点方法!通过交替迭代优化原始函数和对偶函数!达到共

同的最优解'具体的算法过程如下
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式中"

"L3<4T

$0%是
6

D

收缩运算!

"178NL3@=L16>

$0%是软阈值运算'图
$

表示的是模拟数据下!基

于对偶锥方法和加速对偶锥方法的迭代结果!其中横坐标是外部迭代次数!纵坐标表示迭代点与最优点

的迭代误差
&

!

A

8

!

$

&

D

#

&

!

$

&

D

!从图
$

中可以看出!基于
#@=8@31V

加速的方法收敛更快'
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!

交替方向乘子方法

交替方向乘子$
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6<@3=

!

9-UU

%方法+

DD

,结合分布式凸优化问

题!适合解决大规模数据的问题'

9-UU

可以看成是融合对偶分解和增广
S5

A

354

A

<54

的优点!它跟很

()!
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图
$

!

对偶锥方法和加速的对偶锥方法
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C$

!

-256:14<:54>5::@6@358@>>256:14<:M@8L1>

多算法有相互联系!如
]3@

A

M54

迭代方法!

-12

A

65=

'

f5:L713>

分裂方法及
-

K

T=835

交替投影方法等'

9-UU

方法可以追溯到
$(*%

年!它在解决大规模分布计算系统和大量的优化问题中起着非常重要的

作用'

在
9-UU

形式中!

S5==1

问题可以看成

M<4

(

$%

!

6

3

$%

+

!

=C8C

!

!

8

+

5

%

$

$E

%
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!得到基于
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的算法
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式中
!

的更新是岭回归过程!解决
S5==1

问题的
9-UU

方法可以解释为交替实施岭回归过程'图
D

表示的是模拟数据下!

9-UU

与梯度迭代方法的比较'其中红色曲线表示加速的
9-UU

$

O5=8

'

9-UU

%!

图
D

!

9-UU

方法和梯度方法
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数据采集与处理
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黑色曲线表示
9-UU

!绿色表示加速的邻近梯度放方法!蓝色表示邻近梯度方法!虚线表示真实值曲

线'加速的
9-UU

比没有加速的
9-UU

方法能够更快的接近最优的目标函数值!加速的邻近梯度方

法相对于邻近梯度方法能够更快的达到最优的函数值!但是从整体来说!

9-UU

方法能更快地收敛最

优目标函数值'

一般的
9-UU

算法的收敛速度为
?

$

$

#

A

%!

1̂6>=8@<4

+

DE

,结合
#@=8@31V

+

D%

,的一阶最小方法能达到
?

$

$

#

A

D

%的全局收敛速度'然而随着数据的快速增加!如自然语言处理*图像识别和生物信息等!随机优

化算法已成为在机器学习中重要的方法'

"2\2T<

+

DR'D*

,提出了基于随机优化算法的
9-UU

方法!同样结

合
#@=8@31V

一阶优化方法!应用在一般的凸函数!其收敛速度为
?

$

$

#槡A%!而对于强凸函数能够达到
?

$

61

A

$

A

%#

A

%的收敛速度!

"2\26<

+

D*

,结合随机对偶坐标下降方法$

"81:L5=8<:>256:113><458@5=:@48

!

"-+9

%

和
9-UU

!由于在每次迭代中需要一个或多个样本!所以
"-+9'9-UU

并不需要非常大的储存空间!

这种特点尤其是在面对大数据量时!能够更好地体现出算法的优越性'

=CB

!

坐标下降方法

在机器学习中!坐标下降方法+

EH

,在解决大规模优化问题中起着重要的作用!尤其是当样本数
:

非

常大时!求全梯度或次梯度需要消耗大量的时间和储存空间!这样求解目标函数的子函数问题就成为研

究大规模问题的热点'子函数问题可以看成选取坐标系中的某一个坐标或某一组坐标!保持其他的坐

标系的变量不变!在每一次迭代过程!只优化在选取坐标系下的目标函数'

有效的坐标下降方法取决于每一次迭代过程消耗的时间和目标函数的下降量'一个极端的方法是

贪婪方法!即选取最大的下降方向'但是贪婪方法面临的问题"$

$

%要求所有的数据可行&$

D

%可能会超

出计算机的计算能力!比如需要计算全梯度的迭代步长!而不是某个坐标系下的迭代步长'另外两个选

择坐标系的方法是周期和随机!一般的选择坐标方法是基于周期循环!循环坐标下降方法的全局和局部

收敛性质在文献+

E*

,中给出了详细的分析!它主要分析了在等渗性假设下的光滑凸函数'虽然周期循

环是求解连续坐标系的迭代过程!但是并不是在所有坐标系下的求解对目标函数都产生影响'随机选

取坐标或坐标块的方法已经成为在大规模数据分析中的研究热点'随机选择坐标系的方法更适合大规

模数据!最近的研究表明随机方法确实能够增加收敛率+

&D

!

ER

!

E(

,

'在均匀概率下!随机选择坐标系看似等

效于周期循环!但是随机坐标系的选择能够避免周期循环下最糟糕的情况!比如某些坐标系下的数据对

目标函数并没有作用'除了均匀概率!不同的概率密度函数同样可以增加收敛速度'同时!并行分布式

运算也可以用在坐标下降方法中!从而达到更好的运算效率'

#@=8@31V

加速方法已经成功地应用在全梯度下降方法!将
#@=8@31V

的加速方法应用在随机坐标下

降方法中已经在文献+

D$

!

)&

,中进行了分析'

#@=8@31V

+

D$

,提出了一种加速的随机坐标梯度方法用于解

决最小化无约束的光滑函数!

S2

和
c<51

+

)&

,给出了基于
#@=8@31V

方法的证明分析'

DC)C$

!

随机坐标下降方法

随机坐标下降方法+

)$

,是在某个概率分布下选择坐标系进行迭代的过程!首先将
@

维空间分成
%

个

子空间!
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. 为矩阵的列置换!任何一个
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维空间的向量
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可以唯一的表示为
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时!即为单位
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问题可以简单的表示为
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每一次迭代过程只需要在随机选择的坐标系下进行!即
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其中
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为每个坐标系下的
S<

F

=:L<8\

常数'每一次的迭代过程需要上一次的迭代结果!得到基本的随

机坐标算法
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在
S5==1

问题的目标函数上增加正则化项
&

!G!

%

&

D

D

!使得目标函数变为严格凸函数!这种方法+

D(

,

应用在基于光滑函数的坐标下降方法中得到更好的迭代结果'表
D

对比了不同算法的复杂度的结果'

表
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不同算法的复杂度比较"
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!

邻近随机对偶坐标下降

邻近的随机对偶坐标下降方法$

?31P<M56=81:L5=8<:>256:113><458@5=:@48

!

?31P

'

"-+9

%

+

))

,是
"L5

'

6@V

和
L̀54

A

+

)D

,对随机对偶问题的扩展!允许正则化函数
3

为一般的强凸函数!这样可以用来解决非凸

的
=$

正则化函数'在目标函数中增加正则化项
1
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!其中
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是上一步的迭代结果!

(

"

?

$

$

#

)

%

%!当时
$

#

$ %

")

-

%

!强正则化项能够使得邻近随机对偶坐标下降的运算时间达到
?

$

0%

%'在

每次迭代过程中!选择合适的
7

能够达到
0 %

#

$ %槡 ")

的运算时间'表
)

是不同算法的运算时间对比表'

表
B

!

不同算法的运算时间比较
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?$7

@
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3

,(7&+$7

@

"5(#$*$0,.&/(00&5&*,"2

3

$5(,.7

算法 运行时间
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,

0

#

#

D
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+
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,
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#

#

O!"N9

+

D&

,

0% $

#槡 #

?31P

'

"-+9

+

))

,

0%QM<4

$

#

#

!

%

#槡- .$ %

#

!!

对偶坐标下降方法的目标是增加对偶目标函数值!随机选取对偶变量的
#

的一个坐标系
2

.

!即
7

.

对应着原始问题的第
.

个样本'最大化对偶函数!得到对偶变量的迭代步长

%

7

.

5
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A
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7

"

%
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!

$

.
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.
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$ %$ %
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$
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%

7

$ %- .

.

$

D%

%

!!

为了简化优化问题!对共轭函数
3

做光滑处理!即一阶泰勒展开!从而问题转化为最大化对偶函数

的下界问题
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.
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!

$

.

8

7

.
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$ %$ %
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D$
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!!

在
S5==1

问题的正则化项中!

=$

正则化项不是强凸正则化项!增加
SD

正则化项!从而定义
S$'SD

正则化项
3

$%

!

5"&
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&

$

6*&

!

&

D .

"&

!

&

$

$

*

足够小%'则
3

$

!

%的共轭函数梯度为

+

.

3

$

7

$ %

.
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DD
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?31P

'

"-+9

加速方法采用
#@=8@31Vg=

评估序列技术+

D%

!

D$

,用于逼近随机的邻近映射'在每一次

?31P

'

"-+9

的迭代过程中!改进目标函数
1

$

!

%

6(

#

D

&

!

8

+

$

*

8

$

%

&

D

D

!其中正则化项围绕着向量
+

$

*

8

$

%

5

D&

数据采集与处理
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(
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-
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3

B16C)%

!

#1C$

!
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$

*

8

$

%

6

$
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*

8

$

%

8

!

$

*

8

D

%

%!从而得到更快的收敛速度'对于选取坐标系!一般在均匀分布的概率下选取!

L̀54

A

+

H%

,提出了在对偶坐标系下根据任意的分布选取对偶变量!并获得了有效的并行和分布式变量

方法'

DC)C)

!

随机原始对偶坐标下降方法

随机原始对偶坐标下降方法$

"81:L5=8<:

F

3<M56

'

>256:113><458@

!

"?-+

%

+

HD

,是通过交替优化对偶函数

和原始函数!其中随机选择对偶变量中的一维空间!由于对偶变量对应着原始目标函数中的样本数'在

给出随机原始对偶问题的算法前!先定义原始问题的凸
'

凹鞍点问题

M<4

4

"
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0

M5P
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!

$ %
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.
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!
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$ %$ %

.

6"

3

$%
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!

!!

关于变量
#

通过最大化目标函数
(

$

!

!

#

%得到!需要消耗
?

$

%0

%的计算量!如果
%

很大!需要消耗更

多的时间!所以通过随机选取对偶变量
7

的坐标来减少计算量'这样在选取的坐标系下最大化目标函

数!然后交替优化原始目标函数'不同于一般的原始对偶问题!根据
#@=8@31Vg=

的加速技巧!在原始和

对偶函数中增加了两个正则化项!从而得到更快的收敛速度!

+L@4

+

)E

,介绍了随机原始对偶方法!在原始

和对偶目标函数中增加一阶变量并且融入多阶段的
#@=8@31V

的加速方法!同时不需要采用光滑技术也

能达到
#@=8@31V

光滑后的收敛速度'同时!

L̀54

A

+

)&

,提出
U<4<

'

J58:L

的方法!自动选取多个对偶坐标变

量!在并行运算中更新
!

$

*Q$

%

!仅需
?

$

0

%的迭代时间!当然处理多个对偶坐标!它的收敛率比一般的
"?

'

-+

方法要快很多!表
&

给出了不同算法的时间复杂度'

表
D
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不同算法的复杂度比较"
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结束语

近年来!随着数据量的增加!对解决
S5==1

问题提出了更大的挑战'在解决大规模数据中!必须要

考虑计算时间和储存能力!当硬件条件还不能完全满足大数据背景下带来的需求!尤其是面对高维数

据!以往的方法很难再满足人们对数据的分析!研究最新的算法就成为最新的热点'一阶方法*随机方

法和并行和分布计算在解决大规模数据中起中重要的作用!首先一阶方法计算起来简单!消耗时间短!

符合人们对时间效率的要求&再次!随机方法主要从数据的特点来考虑!大规模数据并不代表所有的数

据都会对算法产生影响!如果对所有的数据进行处理!那么必将消耗更多的时间和储存空间!随机算法

正好弥补了这些缺点&并行和分布计算同样是为了减少时间消耗!加速运算!增加效率'

本文从
)

个典型的算法分析了
S5==1

问题的最新算法"梯度下降方法*交替方向乘子法和坐标下降

方法'解决大规模数据往往采用简单的方法更能提高效率'梯度下降是做简单的方法!它结合一阶方

法和
#@=8@31V

的加速和光滑技术!使最终的收敛速度达到
?

$

$

#

A

D

%'

9-UU

和坐标下降方法也是在梯

度下降方法的基础上进行改进!使得它们能够更适合大规模的数据'同时
9-UU

和坐标下降方法采

用随机方法进行迭代!因为在大规模数据中能够减少时间消耗!实验结果也证实了在大规模数据中!基

于随机算法能够得到更好的结果'坐标下降方法利用其坐标系的特点结合一阶方法*随机方法和并行

和分布计算'坐标下降方法之所以是最近研究的热点!主要是利用了其坐标系的特点!另一个原因是数

据样本的增加和数据维度越来越高!为了提高效率!坐标下降方法是可行的方法!在原始目标函数中采

)&!

刘柳 等&

S5==1

问题的最新算法研究



用坐标下降方法是为了避免高维度!而在对偶函数下的坐标下降为了解决大数据样本问题'基于随机

的坐标下降方法在未来的研究中仍然起着非常重要的作用!同时在某些概率分布下!对坐标系的随机选

择将会是下一个阶段研究的热点问题'
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=8@M=Ĉ 3545>5

!

"

F

5<4

"+

=C4C

,!

D%$$

"

H()'*%$C

+

)(

,

f<:L8i3<T?

!

N5Tij:UC?53566@6:113><458@>@=:@48M@8L1>=713J<

A

>5851

F

8<M<\58<14

+

.]

#

,S

,

CL88

F

"

/

53P<VC13

A

#!

D%$&C

+

&%

,

S<20

!

Z3<

A

L8"0

!

fk+

!

@856C945=

K

4:L31412=

F

53566@6=81:L5=8<::113><458@>@=:@4856

A

13<8LM

+

.]

#

,S

,

CL88

F

"

/

53P<VC

13

A

#!

D%$&C

+

&$

,

S<20

!

Z3<

A

L8"0

!

"3<>L53"C945=

K

4:L31412=

F

53566@6354>1M<\@>T5:\M53\56

A

13<8LM

+

.]

#

,S

,

CL88

F

"

/

53P<VC13

A

#!

D%$&C

+

&D

,

"831LM@3N

!

B@3=L

K

4<4fC9354>1M<\@>T5:\M53\56

A

13<8LM[<8L@P

F

14@48<56:14V@3

A

@4:@

+

0

,

C012345617O123<@39456

K

=<=

54>9

FF

6<:58<14=

!

D%%(

!

$E

$

D

%"

DHD'D*RC

+

&)

,

3̂54U

!

]1

K

>"

!

/@/C+VP

"

U5865J=178[53@713><=:<

F

6<4@>:14V@P

F

31

A

35MM<4

A

+

.]

#

,S

,

CL88

F

"

/

:VP3C:1M

#

:VP

#!

D%%RC

+

&&

,

+54>@=.

!

f1MJ@3

A

0C6$'M5

A

<:

"

f@:1V@3

K

17=

F

53=@=<

A

456=V<5:14V@P

F

31

A

35MM<4

A

C

+

.]

#

,S

,

CL88

F

"

/

@

'

>2

#

6$M5

A

<:

#

>1[4615>=

#

6$M5

A

<:

!

D%%EC

+

&E

,

1̂6>=8@<4N

!

,=L@3"CNL@=

F

6<8J3@

A

M54M@8L1>7136$'3@

A

2653<\@>

F

31J6@M=

+

0

,

C"!9U012345614!M5

A

<4

A

":<@4:@=

!

D%%(

!

D

$

D

%"

)D)')&)C

+

&H

,

f2><4S!,=L@3"

!

O58@M<.C#146<4@5381856V53<58<14J5=@>41<=@3@M1V5656

A

13<8LM=

+

0

,

C?L

K

=<:5-

"

#146<4@53?L@41M@

'

45

!

$((D

!

H%

$

$

%"

DE('DHRC

+

&*

,

b<M"0

!

b1Lb

!

]1

K

>"C"T

K

=83@4>7<68@3<4

A

+

0

,

C"<5Mf@V<@[

!

D%%(

!

E$

$

D

%"

))(')H%C

+

&R

,

L̀2c

!

a254

A

`

!

+2<0

!

@856CB<>@1

'

81

'

=L1885

AF

31

F

5

A

58<14J

KA

35

F

L=

F

53=@

A

312

F

65==1

+

0

,

CU268<M@><5

!

!...N354=5:

'

8<14=14

!

D%$)

!

$E

$

)

%"

H))'H&HC

+

&(

,

/254U

!

S<4/CU1>@6=@6@:8<1454>@=8<M58<14<43@

A

3@==<14[<8L

A

312

F

@>V53<5J6@=

+

0

,

C0123456178L@f1

K

56"858<=8<:56"1

'

:<@8

K

"

"@3<@=]

$

"858<=8<:56U@8L1>161

AK

%!

D%%H

!

HR

$

$

%"

&('H*C

+

E%

,

,L6==14a

!

S

I

24

A

!

S

!

]1

K

>"C"@

A

M@4858<141753P

'

M1>@6=2=<4

A

=2M

'

17

'

413M=3@

A

2653<\58<14

+

0

,

C9281M58<:5

!

D%$%

!

&H

$

H

%"

$$%*'$$$$C

+

E$

,

+@VL@3B

!

]@:T@3"

!

":LM<>8UC+14V@P1

F

8<M<\58<14713J<

A

>585

"

":565J6@

!

354>1M<\@>

!

54>

F

53566@656

A

13<8LM=713J<

A

>5

'

855456

K

8<:=

+

0

,

C"<

A

456?31:@==<4

A

U5

A

5\<4@

!

!...

!

D%$&

!

)$

$

E

%"

)D'&)C

+

ED

,

?53<TL#

!

]1

K

>"C?31P<M5656

A

13<8LM=

+

0

,

CO124>58<14=54>N3@4>=<4,

F

8<M<\58<14

!

D%$)

!

$

$

)

%"

$D)'D)$C

E&!

刘柳 等&

S5==1

问题的最新算法研究



+

E)

,

]65:T713>S"

!

+L1<0

!

+6@53

K

9

!

@856C":5S9?9+b2=@3=g

A

2<>@

+

.]

#

,S

,

CL88

F

"

/

[[[C4@86<JC13

A

#

=:565

F

5:T

#

=:565

F

5:T

2

A

C

F

=CD%%HC

+

E&

,

-@MM@6U0Z

!

a@58LUN

!

B54-@3B13=8a9C?53566@642M@3<:566<4@5356

A

@J35

+

0

,

C9:85#2M@3<:5

!

$(()

!

D

"

$$$'$(*C

+

EE

,

5̂66<V54b9

!

?6@MM14=f0

!

"5M@L9C?53566@656

A

13<8LM=713>@4=@6<4@5356

A

@J35:1M

F

2858<14=

+

0

,

C"!9U3@V<@[

!

$((%

!

)D

$

$

%"

E&'$)EC

+

E*

,

"5L59

!

N@[53<9C,48L@7<4<8@8<M@:14V@3

A

@4:@17:

K

:6<::113><458@>@=:@48M@8L1>=

+

0

,

C"<5M012345617,

F

8<M<\58<14

!

D%$)

!

D)

$

$

%"

E*H'H%$C

+

EH

,

O3<@>M540

!

a5=8<@N

!

a

l

176<4

A

a

!

@856C?58L[<=@:113><458@1

F

8<M<\58<14

+

0

,

CNL@94456=179

FF

6<@>"858<=8<:=

!

D%%*

!

$

$

D

%"

)%D'))DC

+

ER

,

S@V@48L56-

!

S@[<=9"Cf54>1M<\@>M@8L1>=7136<4@53:14=835<48=

"

+14V@3

A

@4:@358@=54>:14><8<14<4

A

+

0

,

CU58L@M58<:=

17,

F

@358<14=f@=@53:L

!

D%$%

!

)E

$

)

%"

H&$'HE&C

+

E(

,

"L56@V

'

"L[538\"

!

N@[53<9C"81:L5=8<:M@8L1>=7136$'3@

A

2653<\@>61==M<4<M<\58<14

+

0

,

CNL@012345617U5:L<4@S@534<4

A

f@=@53:L

!

D%$$

!

$D

"

$RHE'$R(DC

+

H%

,

W2`

!

f<:L8i3<T?

!

L̀54

A

NCf54>1M<\@>>256:113><458@5=:@48[<8L53J<8353

K

=5M

F

6<4

A

+

.]

#

,S

,

CL88

F

"

/

53P<VC13

A

#!

D%$&C

+

H$

,
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