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基于广义轮换矩阵的伪随机广义二进制轮换矩阵设计
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摘要：压缩感知中，测量矩阵在信号的获取和重构过程中起着重要的作用。传统的随机测量矩阵在采样率较高

的情况下，能够获得比较好的重构效果，但在低采样率下的重构效果不够理想。确定性测量矩阵自身存在一些

限制因素，与随机测量矩阵相比，重构效果有所降低。基于广义轮换矩阵（ＧＲ），提出了两种结构随机矩阵：广义

二进制轮换矩阵（ＧＢＲ）和伪随机广义二进制轮换矩阵（ＰＧＢＲ）。仿真结果表明，相对于传统的测量矩阵，新的测

量矩阵在二维图像重建方面效果较好，所需重构时间相差不大，在较低的采样率下能够获得更加精确的重建。
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引　　言

压缩感知［１］是一种新型的信号处理方法，能够

将一个高维的稀疏信号或可压缩信号由测量后得

到的维数较低的测量值进行重构。该理论突破了

信号获取方面传统的奈奎斯特采样定律的限制，能

够在信号采样的同时，进行数据的压缩。

测量矩阵在压缩感知信号采样和信号重构两

个关键过程中扮演着重要的角色，它的结构必须符

合一定的约束条件。文献［２］建立了著名的约束等

距性（Ｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄｉｓｏｍｅｔｒｙｐｒｏｐｅｒｔｙ，ＲＩＰ）准则。作

为充分条件而非必要条件，该准则虽然从理论上给

出了测量矩阵应满足的要求，但在实际应用中，很

难用来指导设计测量矩阵。为了指导设计测量矩

阵，文献［３］给出相关性判别理论，文献［４］给出约

束等距性的等价条件。这两种理论的核心是测量

矩阵和稀疏矩阵不相干。文献［５］提出了统计约束



等距性准则，该准则比ＲＩＰ准则有着更弱的限制，

但能保证除小部分以指数形式分布的稀疏信号以

外的所有信号的重建。

根据ＲＩＰ准则和非相干性理论，文献［１，６］提出

了常用的随机测量矩阵：高斯随机测量矩阵、Ｂｅｒ

ｎｏｕｌｉ随机测量矩阵，文献［７］提出了非相关随机测

量矩阵。随机测量矩阵中的每个元素遵循独立和相

同的分布，因此能够保证测量矩阵以很高的概率满

足ＲＩＰ准则。确定性矩阵方面，文献［８］提出Ｔｏ

ｅｐｌｉｔｚ矩阵和循环矩阵，文献［９］提出多项式确定性

测量矩阵，文献［１０］给出了ＢＣＨ循环正交码测量矩

阵的构造方法，文献［１１］中加性组合的方法被用来

构造测量矩阵。此外，还有一些学者将Ｃｈｉｒｐ序

列［１２］等方法用于非ＲＩＰ的确定性矩阵的构造。

国内的一些专家针对测量矩阵开展了大量的

研究，先后提出了测量矩阵的一些构造方法：非常

稀疏投影矩阵［１３］、亚高斯随机测量矩阵［１４］、广义

轮换矩阵（Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｒｏｔａｔｉｏｎｍａｔｒｉｘ，ＧＲ）
［１５］、基

于排列的多维测量矩阵（Ｐｅｒｍｕｔａｔｉｏｎｂａｓｅｄｍｕｌｔｉ

ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｍａｔｒｉｘ，ＰＢＭＤ）
［１６］、随

机间距 稀 疏 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ测量矩阵 （Ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃ

ｓｐａｒｓｅｔｏｅｐｌｉｔｚｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｍａｔｒｉｃｅｓｗｉｔｈｒａｎ

ｄｏｍｐｉｔｃｈ，ＤＳＴＲＰ）
［１７］等，并针对传统的随机测量

矩阵和确定性测量矩阵，提出了一些优化方法［１８］。

目前并没有有效的理论来检测随机测量矩阵

的ＲＩＰ
［１９］。传统的随机测量矩阵在采样率较高的

情况下，能够获得比较好的重构效果，但在低采样

率下的重构效果不够理想。确定性测量矩阵自身

存在一些限制因素，与随机测量矩阵相比，在重构

效果上存在差距，精确重构要求的测量数较多，同

时对信号的稀疏度也有较高的要求。

针对传统的测量矩阵存在的这些问题，基于对

ＧＲ的研究，本文提出了两种结构随机矩阵：广义

二进 制 轮 换 矩 阵 （Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｂｉｎａｒｙｒｏｔａｔｉｏｎ

ｍａｔｉｘ，ＧＢＲ）和伪随机广义二进制轮换矩阵（Ｐｓｅｕ

ｄｏｒａｎｄｏｍ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｂｉｎａｒｙｒｏｔａｔｉｏｎ ｍａｔｒｉｘ，

ＰＧＢＲ）。与确定性矩阵相比，结构随机矩阵多了

些随机性，具有相对较好的ＲＩＰ性质，更为重要的

是，结构随机矩阵适用于很多实际应用［２０］。仿真

结果显示，新的测量矩阵在二维图像重建方面有着

很好的表现，相对于传统的测量矩阵，能在较低的

采样率下获得更加精确的重建。

１　基础理论

１．１　压缩感知

如果狓（狀）（狀＝１，２，…，犖）表示一个长度为犖

的一维离散信号，狊表示该信号在正交基Ψ 上展开

的稀疏向量，则犚犖 空间犖×１维的列向量狓（狀）可

表示为

狓＝Ψ狊 （１）

式中：Ψ为犖×犖维的标准正交基。如果稀疏向量

狊中仅有犽个元素不为０，即稀疏度为犽，则信号狓可

用犖个基向量中的犽个基向量的线性组合来表示。

压缩感知建立在信号稀疏表示的基础上，可实

现对稀疏信号的直接采样。如果狔表示犕 维测量

值向量，Φ表示犕×犖 维测量矩阵，狓为稀疏信号，

则测量过程的数学表达式为

狔＝Φ狓 （２）

若信号狓本身不稀疏，但它是可压缩信号，则测量

过程的数学表达式为

狔＝Φ狓＝ΦΨ狊 （３）

　　重建过程是由犕 维信号狔通过非线性投影获

得原犖 维信号狓。该过程是一个 ＮＰｈａｒｄ问题，

无法直接求解。但当ΦΨ 满足约束等距性时，任意

犖 维离散信号狓可由其在犚犖 空间的犕 维随机测

量值以很高的概率精确重建。

１．２　广义轮换矩阵

广义轮换矩阵是在Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵和循环矩阵

的基础上构造出的一种测量矩阵。该矩阵与循环

矩阵的不同之处在于：在除第一行外其他犕－１行

向量的构造过程中，从右到左循环的唯一元素需乘

以系数犮（犮＞１）。广义轮换矩阵的结构为

犌犚＝

犪０ 犪１ … 犪狀－２ 犪狀－１

犮犪狀－１ 犪０ … 犪狀－３ 犪狀－２

犮犪狀－２ 犮犪狀－１ … 犪狀－４ 犪狀－３

  

犮犪狀－犿＋１ 犮犪狀－犿＋２ … … 犪狀－

熿

燀

燄

燅犿

（４）

式中：犪０，犪１，…，犪狀－１∈｛－１，１｝，犿＜狀。

对于普通的一维信号和二维信号，广义轮换矩

阵具有一个特殊的性质［１５］：基于能量分布的非均

匀采样，对于用于压缩采样的可压缩信号，其稀疏

变换域的系数通常是稀疏和不均匀的。这个性质

对精确重构有着很大的影响。

广义轮换矩阵虽然具有良好的性质，但仍存在

着一些不足：（１）作为循环基础，第一行向量中的每

个元素都属于集合｛－１，１｝，由于负数的存在，在实

际应用中需要较多的计算和存储空间；（２）广义轮换

矩阵采用固定的系数，在一定程度上限制了矩阵的

随机性。

２　基于犌犚测量矩阵的矩阵设计

文献［３］提出，测量矩阵需要具有３个性质：

（１）测量矩阵列向量之间需要满足一定的线性独立

８７６ 数 据 采 集 与 处 理 第２９卷



性；（２）测量矩阵的列向量能够体现某种类似白噪

声的随机性和独立性；（３）满足稀疏度的解是满足

Ｌ０范数最小的量。

结合文献［３］提出的３个性质以及广义轮换矩

阵存在的种种不足，从以下两个方面对广义轮换矩

阵进行改进：矩阵元素的稀疏性以及矩阵列向量的

随机性。

２．１　广义二进制轮换矩阵

将二进制向量用于广义轮换矩阵的构造，可以

增强矩阵元素的稀疏性。二进制向量中每个元素

都属于集合｛０，１｝，以该向量作为循环基础，应用广

义轮换思想，在其他犕－１行向量的循环构造过程

中，将从右到左循环的唯一元素乘以系数犮（犮＞

１），构造出广义二进制轮换矩阵

犌犅犚＝

犪０ 犪１ … 犪狀－２ 犪狀－１

犮犪狀－１ 犪０ … 犪狀－３ 犪狀－２

犮犪狀－２ 犮犪狀－１ … 犪狀－４ 犪狀－３

  

犮犪狀－犿＋１ 犮犪狀－犿＋２ … … 犪狀－

熿

燀

燄

燅犿

（５）

式中：犪０，犪１，…，犪狀－１∈｛０，１｝，犿＜狀。

假定矩阵的列相干性为μ，那么矩阵满足ＲＩＰ

常数为δ狊＝（狊－１）μ的狊阶ＲＩＰ性质
［９］。列相干

性μ越小，ＲＩＰ常数δ狊 越接近于０，其任取狊列所

形成的子矩阵也就越接近正交，矩阵的性质也就越

好［２０］。

因此，在矩阵的构造过程中，循环基础中｛０，１｝

元素的分布以及系数的取值需要进行合理地选择，

使得测量矩阵具有较低的列相干性，进而得到性质

较好的ＧＢＲ测量矩阵。

２．２　伪随机广义二进制轮换矩阵

传统的随机测量矩阵与确定性测量矩阵相比有

着更好的重构效果，这与矩阵元素的随机性密切相

关。因此，将随机的思想应用于ＧＢＲ测量矩阵中元

素的构造，可进一步增强矩阵列向量的随机性。

针对广义二进制轮换矩阵，可将其循环构造过

程中所生成的每一行向量的第一个元素采用随机数

列中的数值代替。而考虑实际应用，某种确定的伪

随机数列更符合应用的要求。将伪随机数列应用于

ＧＢＲ测量矩阵的构造过程中，即可得到伪随机广义

二进制轮换矩阵。该矩阵构造方法如下。

步骤１　构造循环基础犪，即测量矩阵的第一

行向量（长度为犖），其中每个元素从｛０，１｝中随机

选取，０和１被选取的概率均为１／２。

步骤２　构造伪随机数列。首先需要构造长

度为犕 的某种特殊数列犫，该数列的每个元素之

间需满足一定的关系。将循环基础逆序排列后，取

其前犕 项与特殊数列按位相乘，即犪（犖－犻＋１）·

犫（犻）（犻＝１，２，…，犕），得到的新数列犮即为所需的

伪随机数列。

步骤３　构造剩余的 犕－１行向量。当构造

第犻＋１行向量时，将第犻行向量中的元素循环右

移，并将所生成向量的第一个元素置为伪随机数列

中的犮（犻＋１）。以此类推，构造出剩余的犕－１行

向量，最终形成伪随机广义二进制轮换矩阵。

由ＰＧＢＲ测量矩阵的构造方式容易推断出，

特殊数列对于伪随机广义二进制轮换矩阵的性质

有着很大的影响。考虑到矩阵的列不相干性和元

素的随机性，可将幅度衰减脉冲（Ａｍｐｌｉｔｕｄｅａｔｔｅｎ

ｕａｔｉｏｎｐｕｌｓｅ，ＡＡＰ）、斐波那契卢卡斯数列（Ｆｉ

ｂｏｎａｃｃｉｌｕｃａｓｓｅｑｕｅｎｃｅ，ＦＬＳ）以及素数列（Ｐｒｉｍｅ

ｎｕｍｂｅｒｓｅｑｕｅｎｃｅ，ＰＮＳ）作为特殊数列用于测量矩

阵的构造，所得到的测量矩阵在压缩感知中有着比

较好的重构效果。

２．２．１　基于ＡＡＰ的ＰＧＢＲ测量矩阵

用于构造ＰＧＢＲ测量矩阵的幅度衰减脉冲，

是指相邻两个脉冲之间的幅度差逐渐减小的脉冲

数列。可选取整数脉冲数列作为特殊数列，令数列

中每个脉冲的幅度均不相同，则需选取不小于测量

矩阵行数的犕 个正整数来构造脉冲数列。

从应用的角度考虑，采用前 犕 个正整数来构

造幅度衰减脉冲数列，相对来说可减少一定的计

算。将犕 个正整数按照［１　犕　２　犕－１　３

犕－２　…　犕／２　犕／２＋１］（犕 为偶数）的顺序或

者［１　犕　２　犕－１　３　犕－２　…　（犕－１）／２

（犕＋３）／２　（犕＋１）／２］（犕 为奇数）的顺序排列，

均可用来构造性能相对较好的测量矩阵。

将该数列应用到ＰＧＢＲ测量矩阵的构造过程

中，即可得到基于ＡＡＰ的ＰＧＢＲ测量矩阵（ＰＧＢＲ

＿ＡＡＰ）。

２．２．２　基于ＦＬＳ的ＰＧＢＲ测量矩阵

斐波那契卢卡斯数列中，每３个连续的数有且

只有一个能被２整除。因此，数列中相邻的两个数

具有相同公约数的概率很低。但随着元素个数的

增多，数列中会产生很大的数值，不利于计算。将

斐波那契卢卡斯数列的前几位作为基犓 来构造特

殊数列，可解决这一问题。

实际应用中，图像的长和宽大多为８的倍数，

因此可采用前两项为２和３的斐波那契卢卡斯数

列的前８位［２　３　５　８　１３　２１　３４　５５］作为

基犓，循环构造数列［犓　犓　犓　犓　…　犓］，选

取其中前犕 项作为特殊数列。对于所需行数大于
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６４的ＰＧＢＲ测量矩阵，相比ＡＡＰ数列，ＦＬＳ数列

中元素的数值相对较小，因此能减少一定的计算

量，更有利于实际应用。

将该数列应用到ＰＧＢＲ测量矩阵的构造过程

中，即可得到基于ＦＬＳ的ＰＧＢＲ测量矩阵（ＰＧＢＲ＿

ＦＬＳ）。

２．２．３　基于ＰＮＳ的ＰＧＢＲ测量矩阵

素数除了能表示成它自己和１的乘积以外，不

能表示为其他任何两个整数的乘积。不同的素数

之间除了１以外，没有其他公约数的存在。因此，

素数可用于构造特殊数列。

同斐波那契卢卡斯数列一样，素数列随着元素

个数的增多，会产生很大的数值，不利于计算。同

样，采用素数列中的前８位［２３５７１１１３１７１９］作

为基犓，循环构造特殊数列。

将该数列应用到ＰＧＢＲ测量矩阵的构造过程

中，即可得到基于ＰＮＳ的ＰＧＢＲ测量矩阵（ＰＧＢＲ

＿ＰＮＳ）。

３　实验结果

为了将 ＧＢＲ，３种ＰＧＢＲ测量矩阵与其他传

统的测量矩阵进行对比，本文使用经典的２５６×

２５６的Ｌｅｎａ图像进行仿真实验。实验选用正交小

波变换矩阵作为稀疏矩阵，重构算法采用ＳＬ０算

法［２１］，计算机型号是戴尔ＯｐｔｉＰｌｅｘ７９０ＭｉｎｉＴｏｗ

ｅｒ（ＣＰＵ型号ＩｎｔｅｌＣｏｒｅｉ５２４００＠３．１０ＧＨｚ，内

存容量４ＧＢ，主频１３３３ＭＨｚ），操作系统为 Ｗｉｎ

ｄｏｗｓ７ｓｐ１旗舰版（３２位），处理平台为 Ｍａｔｌａｂ

Ｒ２０１３ａ。

实验１　相同采样率下，各测量矩阵的重构图

像及重构性能对比。

选取采样率为０．５，各测量矩阵的重构图像如

图１所示。由图１可以看出，在相同的稀疏矩阵和

重构算法下，以上几种测量矩阵均有比较好的表

现，主观感觉区别不大。

图１　不同测量矩阵的Ｌｅｎａ重构图像对比图

Ｆｉｇ．１　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｆｏｒｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆＬｅｎａｕｓｉｎｇｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｍａｔｒｉｃｅｓ
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　　表１列出了采用各测量矩阵进行重构时的峰

值信噪比（Ｐｅａｋｓｉｇｎａｌｔｏｎｏｉｓｅｒａｔｉｏ，ＰＳＮＲ）、信噪

比（Ｓｉｇｎａｌｔｏｎｏｉｓｅｒａｔｉｏ，ＳＮＲ）、相对误差以及重

构时间等结果。表１中的数值均是对相应测量矩

阵进行１００次实验后取平均所得。

表１　不同测量矩阵在采样率０．５情况下的对比

犜犪犫犾犲１　犆狅犿狆犪狉犻狊狅狀狌狊犻狀犵犱犻犳犳犲狉犲狀狋犿犲犪狊狌狉犲犿犲狀狋犿犪狋狉犻犮犲狊

犪狋狋犺犲狊犪犿狆犾犻狀犵狉犪狋犲狅犳０．５

测量

矩阵

ＰＳＮＲ／

ｄＢ

ＳＮＲ／

ｄＢ

相对

误差

重构

时间／ｓ

高斯随机 ３２．１８７１ ２７．０１３６ ０．０３８８ ０．５２５８

Ｂｅｒｎｏｕｌｉ随机 ３２．１７２０ ２６．９９８６ ０．０３８８ ０．５２００

Ｔｏｅｐｌｉｔｚ ３２．５６３４ ２７．３８９９ ０．０３６９ ０．５２０１

ＢＰＢＤ＿Ｌ４ ３１．６８８０ ２６．５１４５ ０．０４１２ ０．５４６３

ＰＢＭＤ ３２．１０９２ ２６．９３５７ ０．０３９２ ０．５２３２

ＤＳＴＲＰ ３２．２３５５ ２７．０６２１ ０．０３８６ ０．５１６３

ＧＲ ３４．８００８ ２９．６２７３ ０．０２７５ ０．５３７８

ＧＢＲ ３４．８１７９ ２９．６４４５ ０．０２７４ ０．５３２５

ＰＧＢＲ＿ＡＡＰ ３７．０３７７ ３１．８６４３ ０．０１８８ ０．５７３１

ＰＧＢＲ＿ＦＬＳ ３６．５２４２ ３１．３５０７ ０．０２０８ ０．５４５２

ＰＧＢＲ＿ＰＮＳ ３６．４１２４ ３１．２３８９ ０．０２１６ ０．５５３５

　　由表１可以看出，在相同的采样率和重构算法

下，几种测量矩阵的重构时间差别不大。然而，相

对于高斯随机、Ｂｅｒｎｏｕｌｉ随机、Ｔｏｅｐｌｉｔｚ等测量矩

阵，ＧＢＲ测量矩阵和３种ＰＧＢＲ测量矩阵在重构

精度上有着很大的改善。相比于重构效果较好的

ＧＲ测量矩阵，ＧＢＲ测量矩阵有着不弱于ＧＲ测量

矩阵的表现，３种ＰＧＢＲ测量矩阵在ＰＳＮＲ上则有

着至少１．５ｄＢ的提升。采用伪随机数列的３种

ＰＧＢＲ测量矩阵比采用固定系数的 ＧＢＲ测量矩

阵，在重构精度上有更好的性能。

实验２　不同采样率下，各测量矩阵重构性能

对比

在不同的采样率下，实验结果如图２所示。由

图２可以看出，当采样率为０．１时，高斯随机、Ｂｅｒ

ｎｏｕｌｉ随机、Ｔｏｅｐｌｉｔｚ等测量矩阵的ＰＳＮＲ均低于

１０ｄＢ，其中ＰＳＮＲ相对较高的广义轮换矩阵能够

达到８ｄＢ，而 ＧＢＲ测量矩阵的ＰＳＮＲ可以达到

１０ｄＢ以上，３种ＰＧＢＲ测量矩阵则可以达到２３ｄＢ

以上。随着采样率的增加，各测量矩阵的ＰＳＮＲ

均呈上升趋势。

当采样率较高时，图中几种测量矩阵均有着比

较好的表现；而当采样率低于０．５时，则有着明显

的差异，其中ＧＲ测量矩阵以及本文提出的四种测

量矩阵在重构方面相对其他几种方法有着明显的

优势。因此，这五种测量矩阵在较低采样率下的重

构表现，值得进一步关注和研究。

与ＧＲ测量矩阵相比，ＧＢＲ测量矩阵采用｛０，

１｝作为循环基础，增强了测量矩阵的稀疏性，在实

图２　不同测量矩阵不同采样率下ＰＳＮＲ的对比

Ｆｉｇ．２　ＰＳＮＲｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｕｓｉｎｇｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ

ｍａｔｒｉｃｅｓａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓａｍｐｌｉｎｇｒａｔｅｓ

际应用中需要较少的计算量和存储空间，但由于仅

仅是改变了循环基础，测量矩阵整体结构并未改

变，重构效果并没有明显提升。当采样率低于０．３

时，ＧＢＲ测量矩阵的重构效果有所改善；而当采样

率高于０．３时，ＧＢＲ测量矩阵与 ＧＲ测量矩阵相

比，两者ＰＳＮＲ相差不大。

ＰＧＢＲ测量矩阵由于采用伪随机数列，在一定

程度上增强了矩阵的随机性，更符合测量矩阵所需

随机性的要求，重构效果提升较明显。当采样率低

于０．７时，相对于ＧＲ测量矩阵和ＧＢＲ测量矩阵，

３种ＰＧＢＲ测量矩阵都有着更好的重构表现，尤其

是当采样率低于０．２时，有着更大的优势。随着采

样率的增加，优势则逐渐减小。

４　结束语

本文提出了两种新型结构随机矩阵的构造方

法。基于广义轮换矩阵，对其循环基础和循环构造

过程中所生成的每一行向量的第一个元素分别使

用二进制向量和伪随机数列中的数值进行改进，得

到广义二进制轮换矩阵和伪随机广义二进制轮换

矩阵。经实验验证，相对于传统的测量矩阵，两种

结构随机矩阵在保证图像重构时间变化较小的基

础上，不同程度地提高了重构图像的 ＰＳＮＲ值。

虽然本文提出的３种ＰＧＢＲ测量矩阵有着良好的

性质，但它们所选取的伪随机数列并不能保证是最

优的。如何选取具有更好性质的伪随机数列，使得

ＰＧＢＲ测量矩阵达到最优的性能，这一问题仍然需

要在未来的工作中作进一步研究。
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