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摘要：为克服稀疏基在ＫＬＴ域不便传输的不足，提出一种基于ＫａｒｈｕｎｅｎＬｏｅｖｅ（ＫＬ）正交分解的语音稀疏表示

算法。结合压缩感知理论，建立语音自相关模型并求解Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程，采用二分法估计出可实时传输的模

型参数，构造非相干字典；然后用随机矩阵对语音在字典上的稀疏投影系数进行观测获得低维观测值。重构结

果表明：相比已有的稀疏表示算法，本文算法的字典匹配性更好，且具有较好的语音质量。
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引　　言

在“信息爆炸”的时代，如何获取和处理分析海

量信号，成为人们重点关注的问题。信号稀疏表示

思想为解决这一问题提供了新的途径：若对信号进

行正交变换、投影或用不同向量线性组合逼近，则

可以用很少的数据重新进行刻画。２００６ 年，

Ｃａｎｄèｓ等撰文详细论述了压缩感知（Ｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄ

ｓｅｎｓｉｎｇ，ＣＳ）理论
［１，２］。该理论将信号稀疏作为前

提，以远低于Ｎｙｑｕｉｓｔ定理的速率对信号进行观测

和处理，进一步提高了稀疏化研究的意义。信号稀

疏基的寻找和构造，也成为近年研究的热点问题。

实际信号由于成份复杂，多数情况下无法由单

一基函数得到其稀疏表示。Ｍａｌｌａｔ等在总结前人

研究成果的基础上，提出了信号在冗余字典上分解

的思想［３］，指出了冗余字典对于信号稀疏表示的必

要性和重要性。但如何从冗余字典中选取原子对

信号进行最优描述属于非确定多项式（Ｎｏｎｄｅｔｅｒ

ｍｉｎｉｓｔｉｃｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｃｏｍｐｌｅｔｅ，ＮＰ）难题
［４］。为解

决该问题，Ｄｏｎｏｈｏ等提出了利用最小化犾１ 范数寻

找最优稀疏基的方法，被称为基追踪（Ｂａｓｉｓｐｕｒ

ｓｕｉｔ，ＢＰ）
［５］，随后 ＭｉｃｈａｅｌＥｌａｄ等从理论上分析给

出了联合冗余字典信号稀疏表示惟一性条件［６］。



另一方面，由于相干度能为字典冗余性提供新的测

度，学者们开始对非相干冗余字典进行研究［７］。

Ｐｅｙｒé提出了把单个正交基扩展到多个正交基构

成联合冗余字典的方法［８］。

目前，ＣＳ研究更多地关注其在图像、雷达信号

处理中的应用［２，９］，对语音信号的压缩感知应用关

注较少。其原因在于语音产生的生理机制导致信

号具有短时平稳特性，在不同的时段特征区别比较

明显，这使得语音稀疏化更加困难。文献［１０－１４］

对语音信号稀疏性进行了讨论，常见的正交变换域

包括离散傅里叶变换（ＤｉｓｃｒｅｔｅＦｏｕｒｉｅｒｔｒａｎｓｆｏｒｍ，

ＤＦＴ），离散小波变换 （Ｄｉｓｃｒｅｔｅｗａｖｅｌｅｔｔｒａｎｓ

ｆｏｒｍ，ＤＷＴ），离散余弦变换 （Ｄｉｓｃｒｅｔｅｃｏｓｃｉｎｅ

ｔｒａｎｓｆｏｒｍ，ＤＣＴ）等。其中ＤＦＴ是最常见的正交

变换，适用于以正弦函数为内核而构成的信号；

ＤＷＴ变换适用于非平稳信号，可以多尺度自适应

地对信号进行分解，得到稀疏表达。ＤＷＴ对于信

号的稀疏描述结果优于ＤＦＴ，但变换后的系数中

包含较多的非零小分量，影响信号重构效果；ＤＣＴ

变换的基函数缺乏时间／空间分辨率，不能有效地

提取对应语音具有时频局部化性质的特征，并且与

ＤＷＴ类似，其变换后的非稀疏部分仍有大量小系

数非零。

ＫＬＴ变换是建立在统计特性基础上的一种变

换，其相关性好且为均方误差（Ｍｅａｎｓｑｕａｒｅｅｒｒｏｒ，

ＭＳＥ）意义下的最佳变换，可以对语音信号进行较

好的稀疏表达。然而，构造ＫＬＴ变换矩阵的每帧

语音具有不同形式，导致在降低观测维度的同时又

增加了需要传输或存储的数据量。文献［１２］提出

了模板匹配方法对矩阵进行逼近，取得了一定效

果，但清音部分的稀疏化效果仍不尽理想；文献

［１４］将基于自相关求取的 ＫＬＴ矩阵进行了模型

逼近，但参数确定方法不够准确。

针对上述不足，本文对基于 ＫａｒｈｕｎｅｎＬｏｅｖｅ

（ＫＬ）展开的语音稀疏表示算法进行了研究。首

先对语音信号自相关函数进行建模，然后结合模型

函数求解Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 积分方程，构造完备非相干

基，并求取模型参数，最终得到语音信号离散非相

干冗余字典。在此基础上实现了语音信号压缩感

知和重构。实验结果表明，基于 ＫＬ正交展开的

语音自适应冗余字典可对信号进行良好的稀疏化；

精确的语音自相关模型参数计算能够进一步提高

重构精度。

１　基于犓犔分解的正交字典

对于随机信号，ＫＬ分解把随机过程描述为一

系列由互不相关的随机系数（主成分）所调制的确

定性函数（正交模态）的线性组合形式，仅需少量的

展开项就可以表征随机过程的主要能量和相干结

构［１５］，为信号稀疏化提供了新的途径。

１１　ＫＬ展开

假设二阶矩连续实随机过程 ｛狓（狋），狋∈

［０，１］｝，其ＫＬ展开记为

狓（狋）＝∑
∞

狀＝１

犪狀φ狀（狋） （１）

式中：系数犪狀＝∫
１

０
狓（狋）φ狀（狋）ｄ狋，正交ＫＬ基｛φ狀（狋）｝

是信号自相关函数犚狓（狋，狌）的特征函数组，φ狀（狋）和

与之对应的特征值满足Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程

λφ狀（狋）＝∫
１

０
犚狓（狋，狌）φ狀（狌）ｄ狌 （２）

　　正交基φ狀（狋）即可作为信号稀疏字典。其获得

的关键在于对Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 积分方程的求解。在实

际问题中，由于自相关函数形式复杂，积分方程求

解较为困难，需将函数进行简化。对于语音信号，

利用其自相关函数在时延较小时衰减较快的特性，

用指数函数来逼近：犚狓（狋，狌）＝狉狓（０）ｅ
－μ｜狋－狌｜，μ为

衰减系数。

为将信号稀疏表示，从字典中选择部分原子线

性组合对原信号进行逼近。由于字典原子正交，只

需选出与狓的内积｜＜狓，φ犻（狋）＞｜最大的犓 个基

向量即可。即选出的原子下标集合为犝＝｛犻：｜φ犻

｜犻∈犝＞｜φ犻｜犻犝｝，则信号可记为

狓^（狋）＝∑
犓

犻＝１

犪犻φ犻（狋） （３）

１２　犉狉犲犱犺狅犾犿积分方程求解

将语音自相关逼近函数代入式（２），求解下列

微分方程［１４］

λφ（狋）＝∫
１

０
犚狓（狋，狌）φ（狌）ｄ狌＝

狉狓（０）ｅ
－μ狋

∫
狋

０
ｅμ狌φ（狌）ｄ狌＋ｅ

μ狋

∫
１

狋
ｅ－μ狌φ（狌）ｄ（ ）狌 （４）

对式（４）两边分别求１，２阶导

λφ′（狋）＝狉狓（０）－μｅ
－μ狋

∫
狋

０
ｅμ狌φ（狌）ｄｕ（ ＋

μｅ
μ狌

∫
１

狋
ｅ－μ狌φ（狌）ｄ ）狌 （５）
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λφ″（狋）＝狉狓（０）μ
２

∫
狋

０
ｅ－μ

（狋－狌）

φ（狌）ｄ狌（ ＋

μ
２

∫
１

狋
ｅ－μ

（狌－狋）

φ（狌）ｄ狌－２μφ（狋 ）） （６）

当狋＝０和狋＝１时，由式（５，６）可得边界条件

φ′（０）＝μφ（０），φ′（１）＝－μφ（１） （７）

代入边界条件，求解式（６），可得方程通解

φ（狋）＝犮１ｃｏｓ（ω狋）＋犮２ｓｉｎ（ω狋）　犮１，犮２ ∈犚 （８）

其中ω＝ ［２狉狓（０）μ－μ
２
λ］／槡 λ。进一步地，可得方

程特解

φ狀（狋）＝（狀π／μ）ｃｏｓ（狀π狋）＋ｓｉｎ（狀π狋）　狀∈犣

（９）

１３　字典完备化

特解中，φ０（狋）＝０不能作为特征函数，故取正

交特征函数组为

φ狀（狋）＝
狀π

μ
ｃｏｓ（狀π狋）＋ｓｉｎ（狀π狋）　狀∈犣＼｛０｝

（１０）

　　再加入φ０（狋）＝１，则可构建完备的正交 ＫＬ

基函数组：犈＝｛φ０（狋）｝∪｛φ狀（狋），狀∈犣＼｛０｝｝，其中

任意不同的基均正交，即

〈φ犻（狋），φ犼（狋）〉＝∫
∞

－∞
φ犻（狋）φ犼（狋）ｄ狋＝０

犻≠犼，犻，犼∈犣 （１１）

２　语音信号自适应冗余字典

由语音自相关模型所获得的ＫＬ正交基已具

备结构化特征，仅需传输信号自相关函数模型参数

μ，在解码端即可根据该结构直接获得对应的码

本，解决了ＫＬＴ语音稀疏化方法中稀疏基矩阵不

便实时传输的问题。

２１　参数μ的确定

结构化的正交字典具有统一模式，解码端仅需

参数μ即可构造出相应的字典，因此精确的参数计

算可以保证信号更好地进行稀疏表示。文献［１４］

在这里采用了曲线拟合的方式获得该值，但拟合的

方式存在一定的误差，导致获得的字典不能最大化

地匹配当前语音帧，对信号逼近残差较大。本文采

用定量数值分析的方法，来获得更为精确的模型参

数。

语音信号狓∈犚
犕 在时延τ的自相关函数无偏

估计为

犚狓（τ）＝
１

（犕－τ）∑
犕－τ

犻＝１

狓（犻）狓（犻＋τ），通过求

ｍｉｎ犌（μ）＝‖犚狓－犚^狓‖
２
２来获得最优值μ

，其中

犚^狓（τ）＝狉狓（０）ｅ
－μ｜τ｜，τ＝０，…，犕－１。

ｍｉｎ
μ

犌（μ）＝‖犚狓－犚^狓‖
２
２＝

　　∑
犕－１

τ＝１

（犚狓（τ）－狉狓（０）ｅ
－μ狘τ狘）２ （１２）

求导并令

犌′（μ）＝２∑
犕－１

τ＝１

（犚狓（τ）－狉狓（０）ｅ
－狘τ狘μ）·

［－狉狓（０）（－狘τ狘）］＝０ （１３）

得到

∑
犕－１

τ＝１

τ（犚狓（τ）－狉狓（０）ｅ
－狘τ狘μ）＝

∑
犕－１

τ＝１

τ犚狓（τ）－τ∑
犕－１

τ＝１

狉狓（０）ｅ
－τμ＝０ （１４）

　　式（１４）中第１个求和项和狉狓（０）均为常量，可

以将式子简记为

∑
τ

τｅ
－τμ＝
∑
τ

τ犚狓（τ）

∑
τ

狉狓（０）
＝犆 （１５）

　　记ｅ
－μ＝狇，则式（１５）成为一个高次方程

∑
犕－１

τ＝１

τ·狇
狀
＝犆 （１６）

式中犆是常数。注意到狇∈（０，１），且方程左边为

单调函数，采用二分法在（０，１）区间搜索，可获得参

数μ的精确值，具体步骤为

步骤１：令犳（狋）＝∑
犕－１

狀＝１

狀·狋狀－犆，初始化犻＝１，

犪犻＝０，犫犻＝１，犮犻＝（犪犻＋犫犻）／２；

步骤２：计算犳（犪犻），犳（犫犻），犳（犮犻），犻＝犻＋１；

步骤３：若犳（犮犻）与犳（犪犻）异号，则犪犻＝犪犻－１，

犫犻＝犮犻－１，犮犻＝（犪犻＋犫犻）／２，否则犪犻＝犮犻－１，犫犻＝犫犻－１，

犮犻＝（犪犻＋犫犻）／２；

步骤４：若｜犳（犮犻）｜＜犲（误差阈值），则μ
＝犮犻，

算法停止；否则返回步骤２。

２２　字典离散化

针对数字信号处理，需要离散的字典原子，故

对φ狀（狋）在０≤狋≤１进行均匀采样获得原子犲狀＝

［犲狀（１），…，犲狀（犻），…，犲狀（犕）］
Ｔ，其中

犲狀（犻）＝
狀π

μ
ｃｏｓ

狀π（犻－１）

犕－（ ）１
＋ｓｉｎ

狀π（犻－１）

犕－（ ）１

犻＝１，…，犕 （１７）

　　再联合犲０＝［１，…，１］
Ｔ，构建离散语音信号稀

疏字典

犇＝｛犲０｝∪ ｛犲狀，狀∈犣＼｛０｝｝ （１８）
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　　由于离散区间采样，此处的字典原子已不再是

数学意义上严格正交；但在信号维度 犕 较大的情

况下，各原子间相关性极小，字典成为非相干冗余

字典。同时，由于每帧语音自相关模型参数μ均由

当前帧信号获得，因此字典具有自适应性。

３　信号稀疏表示及压缩感知

３１　信号稀疏观测

鉴于字典的冗余性（原子数狀＞Ｃａｒｄ（犇）），从

字典中选取原子对信号进行逼近，可能有多种组合

方式。这对于随机的冗余字典，属于ＮＰ问题。而

对于正交字典，如何得到信号最佳逼近就较为容

易，即保留与信号狓的内积｜＜狓，犱犻＞｜最大的一部

分原子即可。由于非相干字典中原子相干系数充

分小，也可采用正交字典的原子选择方式。ＫＬ分

解得到的字典原子相关度较小，可以认为是非相干

冗余字典。

获得信号稀疏向量狊后，用随机矩阵Φ ∈

犚犖×犕对稀疏向量进行观测，获得低维观测值狔＝

Φ
Ν×Μ狊∈犚

犖（犖犕）。联合参数μ
经信道传输，

在解码端对原语音进行重构。

３２　重构方法

根据ＣＳ理论，稀疏信号的重构即通过该信号

在已知测量矩阵Φ上的犕 个非相干的线性投影狔＝

Φ狊∈犚
犖 来获得重建。由于待重构信号狊仅有犓

个非零元，因此测量向量狔可以看作Φ 中犓 个列

向量的线性组合。利用狔和Φ 重构狊，需在测量向

量集合Φ中准确找到参与测量的犓 个列向量（原

子）。该问题与信号稀疏分解时搜索字典原子问题

有着相似的数学模型，因此ＣＳ理论中的可压缩信

号的重构问题可以类似地看成信号稀疏分解问题。

基于贪婪迭代思想的匹配追踪算法的原理是：

通过迭代的方法依次找出待重建信号的支撑，基于

某种贪婪准则一次确定一个或多个待重构信号的

构成原子。本文采用匹配追踪（Ｍａｔｃｈｉｎｇｐｕｒｓｕｉｔ，

ＭＰ）和正交匹配追踪（Ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｍａｔｃｈｉｎｇｐｕｒ

ｓｕｉｔ，ＯＭＰ）算法进行信号重构。ＭＰ算法流程如

下：

步骤１：初始化迭代残差向量狉０＝狔，初始重构

向量狊^＝０，初始化迭代次数犻＝１；

步骤２：搜索和残差狉犻－１相关度最大的原子索

引λ犻：λ犻＝ａｒｇｍａｘ
犼＝１，２，…，狀

｜＜狉犻－１，犼＞｜；

步骤３：更新迭代残差，并计算稀疏向量重构

值：^狊犻＝＜狉犻－１，λ犻＞λ犻
，狉犻＝狉犻－^狊犻；

步骤４：犻＝犻＋１，若犻＝犓，迭代结束，否则返回

步骤２。

ＭＰ算法需要其迭代残差狉犻 与当次所选原子

λ犻
的正交性来保证算法收敛，但无法保证狉犻 与之

前所选择的原子集合｛λ１
，λ２

，…，λ犻－１
｝的正交

性，导致原子搜索常常陷入局部最优。ＯＭＰ算法

通过递归对已选择原子集合进行正交化，有效克服

了 ＭＰ的不足。

４　实验结果及分析

实验分别采用约２００００帧实验室环境下男、

女声语音，以８ｋＨｚ速率采样，每帧长度为３７．５

ｍｓ，即３００样点。分别针对清音、浊音、过渡音三

类信号的稀疏性，利用文中方案进行了测试，比较

了自相关函数模型参数曲线拟合和数值计算方法，

并对重构算法性能进行了主、客观评价。实验中，

取字典参数估计中的误差阈值为犲＝１０－４。同时，

对信号及对应稀疏向量均做归一化处理。

４１　信号稀疏性及重构效果

语音信号清音、浊音、过渡帧在ＫＬ非相干冗

余字典上的稀疏性见图１。由字典原子结构可知，

随着狀增大，原子能量和频率也随之增大，使得语

音信号在字典上的分解能量主要集中在稀疏向量

的前段，且大系数数量很少，保证了分解系数的稀

疏性。

３类语音帧中，浊音稀疏性最好，清音和过渡音

次之。对于结构性很强的浊音帧，分解系数能量全

部集中在前段系数中；清音帧和过渡帧信号具有一

定随机信号特征，需要少量高频结构对其进行描述，

因此稀疏向量的中、后段也存在少量非零系数。由

于决定听觉效果的音素成份主要为浊音，且清音、过

渡音在语音信号中所占比例远不及浊音，因此在稀

疏化的过程中，认为这部分小系数对信号的观测和

重构质量影响较小，将其作为零向量进行观测。

字典原子决定了信号稀疏表示结果，同时影响

重构精度。基于ＫＬ分解的冗余字典需要信号自

相关模型参数对其原子进行刻画。本文对已有的

最优参数计算方法进行了改进。定义稀疏度犛＝

犓／犕，图２比较了犛＝５％时两种字典对应的信号

重构结果。

可以看到，采用曲线拟合方法得到的字典对信

号稀疏化后重构结果有包络上的衰减，其原因是用

负指数函数曲线拟合信号自相关时，存在一定误

差，所得原子过分集中于低频部分，导致描述信号
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图１　三类语音信号稀疏性

图２　两种参数估计方法重构结果对比

低频的原子过多，从而部分中高频分量在观测时未

能保留。采用二分法搜索，能更好地匹配当前语音

帧自相关函数，减少函数逼近误差，从而得到更优

的字典，减少了信号稀疏化时高频细节分量的丢

失。

４２　主观评价结果

结合 ＭＰ，ＯＭＰ算法，用ＩＴＵＴＰ．８６２推荐

的平均意见得分（Ｍｅａｎｏｐｉｎｉｏｎｓｃｏｒｅ，ＭＯＳ）对两

种方法的重构语音进行了评估。测试了稀疏度

５％～２０％时两者的 ＭＯＳ分。图３（ａ）～（ｆ）给出

了３类典型语音帧采用拟合法和数值分析方法的

重构波形，图３（ｇ）为两种字典 ＭＯＳ分比较结果。

结果表明：采用数值分析方法的重构语音质量高于

拟合方法；在不同稀疏度下，采用数值分析方法得

到的字典，ＭＰ和 ＯＭＰ算法重构信号 ＭＯＳ分平

均提高为０．０９１３，０．０９３７。

４３　客观评价结果

实验采用平均分段信噪比（Ａｖｅｒａｇｅｓｕｂｓｅｃ

ｔｉｏｎｓｉｇｎａｌｔｏｎｏｉｓｅｒａｔｉｏ，ＳｅｇＳＮＲ）
［１６］作为语音质

量客观评价标准，对重构前后男女声进行评价

ＳｅｇＳＮＲ＝１０
１

Ｆｒａｍｅｓ∑
Ｆｒａｍｅｓ

犻＝１

ＳＮＲ（ ）犻 （１９）
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图３　信号重构结果及主观评价结果比较

其中ＳＮＲ犻＝∑
犖

犼＝１

狓２犻（犼）

［狓犻（犼）－狓^犻（犼）］
２
。

将重构信号按信噪比不大于０，０～１０，１０～

２０，２０～５０ｄＢ，大于５０ｄＢ分别划分为质量很差、

差、中等、好、很好。表１给出了不同稀疏度对应的

信号重构质量。

　　语音重构误差随着稀疏度的提高而减少；在相

同稀疏度条件下，男声重构误差小于女声重构误

差，这是由于女声基音高于男声，因此在高频原子

部分小系数分量多于男声，在观测时将小系数作为

零向量，这导致女声信号重构误差略大于男声。

表１　男女声不同稀疏度下原始／重构信号

犛／％ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２ １３ １４ １５

男声 ８．７０ ９．８２ １０．４９ １１．７２ １２．９３ １３．５１ １４．６１ １５．３１ １５．８８ １６．４３ １６．８６

女声 ８．１２ ８．７３ ９．９５ １０．６７ １１．３７ １２．５５ １３．８４ １４．６６ １５．５４ １６．０５ １６．５２

５　结束语

本文基于ＫＬ分解设计了一种改进型语音信

号非相干冗余字典。通过对语音自相关函数进行

建模逼近，采用数值分析的方法计算更为精确的模

型参数，解决了ＫＬＴ变换算法中变换基矩阵不便

实时传输的不足。在此基础上，设计并实现了语音

信号压缩感知及高精度重构。实验结果表明，本文

算法可以获得适应性更好的语音稀疏字典，在稀疏

度较低条件下重构语音质量较好，从而说明文中算

法对语音信号稀疏表示具有指导意义。
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