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摘 要： 针对基于 Farrow 结构的可变分数时延（Variable fractional delay ， VFD）滤波器需求解大量子

滤波器系数这一关键问题，本文将稀疏约束理论引入滤波器的权系数优化中，研究具有稀疏系数的

Farrow 结构滤波器。在极大极小（Minimax）准则下，通过添加 L1正则化约束项改进权系数优化模型，在

系数（反）对称性基础上进一步增加系数的稀疏度。然后，采用交替方向乘子法（Alternating direction 
method of multipliers ，ADMM）进行权系数迭代求解。仿真实验表明，本文提出的基于稀疏约束的

VFD 滤波器在保证高延迟精度的同时，乘法器和加法器分别减少了 47.69% 和 58.60%，极大地降低了

系统运算量以及复杂度。
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Low⁃Complexity Design of Sparse⁃Constrained Variable Fractional Delay Filter
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Abstract： Since variable fractional delay （VFD） filter contains a large number of coefficients to be solved， 
this paper presents a study on sparse-constrained Farrow structure variable fractional delay filter. We add a 
L1 regularization constraint to further enhance the sparsity based on coefficient symmetry and optimize its 
frequency response to approximate a desired frequency response in the minimax error sense. In addition， 
the alternating direction method of multipliers （ADMM） algorithm is used to iteratively obtain the filter 
coefficients. Simulation experiments demonstrate that the proposed sparse-constrained VFD filter not only 
ensures high delay accuracy but also reduces the use of multipliers and adders by 47.69% and 58.60% 
respectively， thus lowering system computation and complexity greatly.
Key words: sparse-constrained; variable fractional delay (VFD) filter; minimax; alternating direction 
method of multipliers (ADMM); Farrow structure

引　　言

可变分数时延滤波器的频率响应可随时延参数在线调整，已广泛应用于宽带阵列的时延补偿、采

样率转换和波束形成等领域［1‑3］。Farrow 结构［4］是一种高效的可变分数时延（Variable fractional delay ， 
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VFD）滤波器设计架构，其基本思想是利用 M 阶多项式对数字时延滤波器的系数进行拟合，以实现灵活

控制的目的。因此对 VFD 滤波器的设计可以转化为对 Farrow 结构子滤波器系数求解问题。

经典的 VFD 滤波器设计方法包括最小二乘法［5‑9］、极大极小法［10‑12］。最小二乘法通过最小化滤波

器的实际频率响应与理想频率响应的加权平方误差得到一个解析解。文献［5］将系数设计表述为一个

线性方程组，需要大量的计算量以及存储空间。文献［6‑9］是基于矩阵的设计方法，计算效率更高。但

在系数求解过程中，文献［6‑9］算法均涉及到矩阵求逆操作，计算复杂度随着滤波器阶数的增加而增加，

同时具有数值不稳定的问题［13］。与最小二乘法不同，极大极小法使实际频率响应与理想响应的峰值误

差最小化，属于优化设计方法，文献［10‑12］分别将其转化为半正定规划（Semidefinite program， SDP）、

线性规划（Linear program， LP）、二阶锥规划（Second‑order cone programming， SOCP）问题，保证了系

数解的最优性。然而，为满足设计要求，需对误差函数进行多次迭代求解，运算复杂度高。由于极大极

小法偏重于保留滤波器传递函数的幅度特性，对滤波器相位特性的影响较小，因此本文基于极大极小

准则进行滤波器的设计。

基于 Farrow 结构的 VFD 滤波器实现过程是多个子滤波器的并行计算，抽头数目多，运算量远高于

固定分数时延滤波器。目前已有设计算法在实际应用中都具有较多的非零抽头系数，且阶数越高，运

算量越大，因此，有必要设计一种实现复杂度较低的 VFD 滤波器。文献［7‑8］已经利用 VFD 滤波器的

系数（反）对称性，将系数个数减少了 50%。然而，他们只是降低了计算复杂度，需要的加法器和减法器

并没有减少。为进一步降低滤波器的复杂度，提高执行效率，本文将在系数（反）对称性基础上引入稀

疏约束理论，改进系数优化模型。在满足理想频率响应的条件下，添加 L1正则化约束项［14］，增加系数的

稀疏度，从而忽略零系数所对应的运算操作和硬件损耗，降低系统复杂度。

1 基于 Minimax的 VFD滤波器  

本文推导均以偶数阶滤波器为例，首先考虑 VFD 滤波器基于 Minimax 准则的误差函数建立问题，

给出理想分数时延滤波器的频率响应形式

H d ( ω，p )= e-jωp （1）
式中：ω ∈ [ 0，απ ]代表通频带范围，且 0 < α < 1；p ∈ [-0.5，0.5 ]代表可变时延参数范围。

而在 Farrow 结构下，VFD 滤波器实际频率响应表达式为

H ( ω，p )= ∑
n = -N

N

∑
m = 0

M

a ( n，m ) pm e-jωn （2）

式中：N 为滤波器的阶数；M 为子滤波器个数，不

失一般性，M 为奇数值，可得 I=（M-1）/2，即偶

数子滤波器个数为 I，奇数子滤波器个数为（I+
1）；a ( n，m ) 代表子滤波器系数。基于 Farrow 结

构的 VFD 滤波器结构如图 1 所示。

可以证明，Farrow 结构滤波器具有系数对称

性［6‑7］，即

 
ì
í
î

a (-n，m )= (-1 )m a ( n，m )  
a ( 0，m )= 0       odd  

（3）

利用上述系数约束，滤波器系数总个数减少

了 50%，极大地降低了计算复杂度。

图 1　Farrow 结构框图

Fig.1　Diagram block of Farrow structure
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将式（3）代入式（2），得到滤波器频率响应的实数矩阵表示形式

H ( ω，p )= ∑
m = 0

I

cT
mbem p2m - j ∑

m = 1

I + 1
sT

mbom p2m - 1 = 1 + ∑
m = 1

I

f T
m bem - j ∑

m = 1

I + 1
g T

m bom = 1 + f Tbe - jg Tbo（4）

式中：bem，bom 为滤波器的系数向量，下标“em”和“om”表示数值 m 的奇偶性，且

cT
m =[ ]1 cos ω cos ( 2ω ) ⋯ cos ( Nω ) ，       sT

m =[ ]sin ω sin ( 2ω )  ⋯ sin ( Nω ) （5）

f T
m = cT

m p2m，       g T
m = sT

m p2m - 1 （6）

f T = [ f T
1   f T

2  ⋯ f T
I ]，       g T = [ g T

1   g T
2  ⋯ g T

I + 1 ] （7）

VFD 滤波器的 Minimax 设计指的是在满足频率响应峰值误差最小的条件下，求得最优滤波器权系数  
Minimize Max|H ( ω，p )- H d ( ω，p ) | （8）

假设 N=10， M=7，通过 Minimax 准则求解滤波器系数，得到系数矩阵如图 2 所示。

观察发现：偶数子滤波器具有对称性，奇数子滤波器具有反对称性，验证了式（3）；其次，当子滤波

器的数量和阶数足够大时，系数矩阵包含相当数量的零或趋于零的元素，在低数阶置零可以省去乘法

器的使用，而在高数阶置零可以同时省去加法器和乘法器。
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图 2　系数矩阵图

Fig.2　Coefficient matrix diagram
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2 基于 Minimax的稀疏 VFD滤波器  

2. 1　基于稀疏约束的代价函数建立　

基于第 1 节分析：最优 VFD 滤波器往往具有较多的近零系数。若将这些近零系数设为 0，即将稀疏

约束理论引入滤波器权系数优化中，可以在系数对称性的基础上，进一步降低滤波器的复杂度。求解

稀疏设计问题实质是一个 L0 范数问题，这是一个非确定性多项式时间（Non‑deterministic polynomial‑
time，NP）‑Hard 问题，且高度非凸优化，很难直接求得最优解。文献［15‑16］指出，在一些松弛条件下，

可以将其转换成 L1范数进行求解。此外，滤波器的稀疏性与它的阶数有一定关系，使用更高阶的滤波

器可以获得更稀疏的解［17］。然而，这并不代表可以通过增加滤波器阶数获得低复杂度的 VFD 滤波器。

因此，本文兼顾滤波器的稀疏度与阶数，将系数稀疏的极大极小设计表述为

Minimize  eH ( ω，p )
∞

+ λ ∑
n = 0

N ( I + 1 )+( N + 1 ) I - 1





 





∑

k = 0

n

b ( N ( I + 1 )+( N + 1 ) I - k )
1

（9）

eH ( ω，p )= H ( ω，p )- H d ( ω，p )= eR ( ω，p )- je I ( ω，p ) （10）
eR ( ω，p )= 1 + f Tbe - cos ( ωp ) （11）
e I ( ω，p )= g Tbo - sin ( ωp ) （12）

式中：b=[ be，bo ]T 代表滤波器的系数向量，与文献［18］不同，本文将 be 和 bo 组合求解，更具一般性；0 ≤
λ ≤ 1 为惩罚因子，λ的值越大，稀疏项的权重越大；|| · ||∞ 表示 L∞范数，|| · ||1 表示 L1范数。

观 察 式（9），第 1 项 表 示 VFD 滤 波 器 的 误 差 函 数 。 第 2 项 将 所 有 系 数 组 合 为 一 个 向 量

[ b1，b2，⋯，bN ( I + 1 )+( N + 1 ) I ]。 为 获 得 最 优 子 滤 波 器 数 量 ，依 次 将 向 量 中 的 元 素 bN ( I + 1 )+( N + 1 ) I，

bN ( I + 1 )+( N + 1 ) I - 1，bN ( I + 1 )+( N + 1 ) I - 2，…设为 0。

ρ ( b )=

















 















|bN ( I + 1 )+( N + 1 ) I |
|bN ( I + 1 )+( N + 1 ) I | + |bN ( I + 1 )+( N + 1 ) I - 1|
                 ⋮
|bN ( I + 1 )+( N + 1 ) I | + |bN ( I + 1 )+( N + 1 ) I - 1| + ⋯ + |b2| + |b1| 1

= ∑
n = 0

N ( I + 1 )+( N + 1 ) I - 1





 





∑

k = 0

n

bN ( I + 1 )+( N + 1 ) I - k

1

（13）
当 ρ ( bi )减小时，具有较大下标的系数项更易趋于零，降低了滤波器阶数。

利用基本线性代数运算，式（9）的稀疏设计可以进一步转化为

Minimize  Ab- c ∞ +  λ ∑
n = 0

N ( I + 1 )+( N + 1 ) I - 1





 





∑

k = 0

n

bN ( I + 1 )+( N + 1 ) I - k

1

（14）

式中

A=
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úf T 0

0 g T ，     c= -
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú1 - cos ( ωp )

-sin ( ωp )
（15）

由于 L1范数满足范数三角不等式

 


∑

i

bi ≤ ∑
i

 bi 的性质［19］，本文使用该不等式减少嵌套求和项，

使其更易计算。因此，式（14）近似于

Minimize  Ab- c ∞ + λ ∑
n = 0

N ( I + 1 )+( N + 1 ) I - 1

∑
k = 0

n

 bN ( I + 1 )+( N + 1 ) I - k 1
（16）

化简得到
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Minimize  Ab- c ∞ + λ ∑
n = 0

N ( I + 1 )+( N + 1 ) I - 1

( N ( I + 1 )+( N + 1 ) I - n )  bN ( I + 1 )+( N + 1 ) I - n 1
（17）

式（17）可以进一步转化为

Minimize  Ab- c ∞ + λ Gb 1 （18）
式中

G= diag ( 1，2，…，N ( I + 1 )+( N + 1 ) I ) （19）

2. 2　稀疏权系数求解　

针对基于 L1范数的稀疏表示模型，本文采用交替方向乘子法（Alternating direction method of multi‑
pliers ，ADMM）［20］进行系数求解。其基本思想是将代价函数分解为多个小型子问题，并交替求解这些

子问题。ADMM 将对偶上升法的可分解性与乘数法的优越收敛性相结合，适用于解决大规模分布式

凸优化问题。根据上述代价函数式（18），引入辅助变量

zn = d c
n bn      n = 1，2，…，N ( I + 1 )+( N + 1 ) I （20）

并将第 1 项重新表示为［21］

f ( z )=






 





∑

n = 1

N ( I + 1 )+( N + 1 ) I

zn - c
∞

= Ab- c ∞ （21）

式中：d c
n 为矩阵 A=[ d c

1，d
c
2，…，d c

N ( I + 1 )+( N + 1 ) I ]的第 n 列向量，上标“c”代表列向量。因而，式（18）可以

转化为

ì
í
î

ïï
ïï

Minimize    f ( z )+ λ Gb 1

subject to   Qb- z= 0
（22）

式中Q= blkdiag ( d c
1，d

c
2，…，d c

N ( I + 1 )+( N + 1 ) I )。
将上述约束问题转化为如下的增广拉格朗日函数

Lp ( b，z，μ )= f ( z )+ λ Gb 1 + μT (Qb- z )+ ρ
2 ||Qb- z||2 （23）

式中：ρ > 0 为给定的惩罚参数，μ为拉格朗日乘子。利用对偶梯度下降法，得到如下的迭代求解公式

bk + 1 = arg minbLρ ( b，zk，μk )= f ( zk )+ λ Gb 1 +( μk )T (Qb- zk )+ ρ
2 ||Qb- zk ||2 （24）

zk + 1 = arg minzLρ ( bk + 1，z，μk )= f ( z )+ λ Gbk + 1
1

+( μk )T (Qbk + 1 - z )+ ρ
2 ||Qb- z||2 （25）

μk + 1 = μk + ρ (Qbk + 1 - zk + 1 ) （26）
根据实际情况设置迭代停止条件和系数置零门限值，以达到滤波器系数的优化设计目的。ADMM

求解系数步骤如下：

（1） 初始化变量，b0 = 0，z0 = Qb0，μ0 = 0，k = 0，并设置最大迭代次数以及系数置零门限值 γ；

（2） 固定 z和 μ，利用式（24）对 b进行更新；

（3） 固定 b和 μ，利用式（25）对 z进行更新；

（4） 利用式（26）对 μ进行更新。

重复上述步骤，直至满足最大迭代次数，并判断 b中每个元素是否小于门限值 γ，小于则置零，否则

保留原值。

通过 ADMM 迭代算法对代价函数求解，得到 be 和 bo 构成系数 b ( n，m )，然后利用系数对称性和式

（27）求得 a ( n，m )。
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ì
í
î

b ( 0，2i )= a ( 0，2i )        i = 1，2，⋯，I
b ( n，m )= 2a ( n，m )      m = 1，2，⋯，M

（27）

3 实验分析  

本节给出偶数阶滤波器的仿真实例，验证本文提出的稀疏 VFD 滤波器的有效性。首先选择相应的

代价函数，利用 ADMM 进行系数求解，随后将其与极大极小（未稀疏）法［12］、最小二乘稀疏算法［14］设计

的 VFD 滤波器进行性能对比。

3. 1　滤波器性能对比　

设置滤波器的阶数 N 为 25，子滤波器的个数 M 分别设为 3、5、7、9，截止频率 ωp 设为 π，惩罚因子

λ = 0.1，ρ = 0.9，置零阈值 γ = 10-6。分别利用最大幅度误差、归一化均方根误差（Normalized root 
mean square error， NRMSE）以及最大群延迟误差来评估滤波器的误差精度［17］，即

εmax = max { 20lg|eH ( ω，p ) | } （28）

e2 =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú∫
0

απ∫
-0.5

0.5
|eH ( ω，p ) |2 dpdω

∫
0

απ∫
-0.5

0.5
|H d ( ω，p ) |2 dpdω

1/2

× 100% （29）

εp max = max { |τ ( ω，p )- p| } （30）
3 种误差 εmax、e2、εp max 对比结果如表 1 所示。图 3~5 分别为 N=25、M=7 时，3 种算法设计的  VFD

滤波器的幅频响应误差图，最大幅度误差分别为-20.10、-20.78、-16.41 dB。结合表 1 可以发现，本

文设计的稀疏滤波器能保持与未稀疏滤波器相当的误差，从而验证了本文算法的精确度。并且相较于

表 1　3种滤波器的性能对比

Table 1　Performance comparison of three kinds of filters

M

3
5
7
9

本文算法

εmax

-17.87
-19.15
-20.10
-20.41

e2

0.006 9
0.006 2
0.005 8
0.005 8

εp max

0.003 5
0.003 0
0.002 7
0.002 7

极大极小（未稀疏）算法

εmax

-18.83
-20.01
-20.78
-20.97

e2

0.005 7
0.004 9
0.004 7
0.004 7

εp max

0.002 8
0.002 5
0.002 4
0.002 3

最小二乘稀疏算法

εmax

-14.51
-15.68
-16.41
-16.32

e2

0.008 2
0.007 7
0.007 5
0.007 4

εp max

0.004 1
0.003 7
0.003 5
0.003 4

图 3　稀疏极大极小 VFD 滤波器的幅频误差图

Fig.3　Magnitude error of the sparse minimax VFD filter
图 4　稀疏前 VFD 滤波器的幅频误差图

Fig.4　Magnitude error of the non-sparse VFD filter
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最小二乘稀疏法设计的 VFD 滤波器，本文算法的幅度误

差降低了 3.69 dB，时延误差减少了 0.000 8，因此本文提出

的稀疏算法在误差精度上优于最小二乘稀疏算法。

接下来，对算法的幅频、相频响应进行对比分析。令

输入参数 N = 25，M = 7，ωp = π，p ∈ [-0.5，0.5 ]，图 6、7
分别为两种稀疏算法设计的 VFD 滤波器的幅频曲线图。

可以看出，本文设计的滤波器具有较平坦的幅频特性，归

一化后的幅值接近于 1，最大波动分别只有 0.03，最小二

乘稀疏算法的最大波动有 0.03。图 8 给出了在时延 p =
0.3 时，3 种 VFD 滤波器的相频曲线图。相较于未稀疏滤

波器，两种稀疏滤波器的波动分别为 0.01、0.03。因此，本

文设计的稀疏 VFD 滤波器具有更平坦的幅相特性。

3. 2　系统复杂度分析　

为验证算法复杂度，定义 η 为评估零值系数的百分

比，表达式为

η = Num 0

Num × 100 0
0 （31）

式中：Num0为零值系数的数量，Num = ( 2N + 1 )( M + 1 )
为滤波器系数的总数量。

表 2 给出了 N = 25，M = 3、5、7、9，ωp = π 时，3 种算

法设计的 VFD 滤波器的零系数个数 Num0（括号内数据）、

CPU 运行时间 tc、迭代次数 Tit 的对比。观察发现，M = 7
时，本文算法的的稀疏度为 71.42%，最小二乘稀疏算法的

稀疏度为 57.14%，相较于未稀疏的滤波器，零系数个数分

别增加了 40.05%、25.77%。随着子滤波器个数 M 的增加，这种增加趋势越来越明显，CPU 运行时间也

大大缩短。这表明，在满足频率响应要求的同时，本文算法有效降低了滤波器的实现复杂度，具有较高

的稀疏度。

图 6　极大极小稀疏 VFD 滤波器的幅频曲线图

Fig.6　Magnitude response of the minimax sparse VFD filter
图 7　最小二乘稀疏 VFD 滤波器的幅频曲线图

Fig.7　Magnitude response of the WLS sparse VFD filter

图 8　p = 0.3 时 3 种滤波器的相频曲线图

Fig.8　Phase frequency response of three kinds 
of filters with p = 0.3

图 5　最小二乘稀疏 VFD 滤波器的幅频误差图

Fig.5　Magnitude error of the sparse weighted 
least squares (WLS) VFD filter
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接下来对所提稀疏 VFD 滤波器的系统复杂度进行分析，详细说明系统所需的乘法器和加法器的数

量。偶数阶条件下，未稀疏 VFD 滤波器需要个 390 个乘法器和 244 个加法器，最小二乘稀疏需要 306 个

乘法器和 152 个加法器，而本文提出的稀疏 VFD 滤波器只需 204 个乘法器和 101 个加法器，分别减少了

47.69%、58.60%。由此得出结论，本文提出的稀疏 VFD 滤波器的设计方法大大减少了乘法器和加法

器的数量，从而降低了系统的复杂度，并且相较于最小二乘稀疏滤波器，具有更低的系统复杂度。

4 结束语  

本文提出了一种低复杂度的 VFD 滤波器设计方法，该方法在极大极小准则下，将稀疏约束理论引

入到滤波器权系数优化中，大大减少了乘法器和加法器的使用。实验结果表明，与未经稀疏处理的滤

波器和最小二乘稀疏滤波器相比，本文设计的 VFD 滤波器系统复杂度更低，运算速度更快，在宽带阵列

的时延补偿、采样率转换和波束形成等方面具有更广泛的应用前景。
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