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要"采样是对模拟信号进行数字化处理的关键环节!近年来"信号带宽及信息传输速率的快速增

长致使采用传统采样机理的信号处理方法面临巨大挑战"小波变换与压缩感知等新型信号处理技术应

运而生!在这种情况下"有必要从理论上重新审视经典的
"L54414
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采样定理"研究具有普适性

的信号表达与采样重构理论!本文从信号空间投影与函数表达的角度分析了信号表达的本质"介绍了
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传统采样与重构理论"以及由
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等所推广的广义采样与重构理论!从

数学上重点探讨了小波变换#
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$和压缩感知#
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$等现代信号处理

及变换方法与广义采样的一致性!同时"通过线性调频#
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$信号的实

例仿真"说明采样与重构的关系以及在各个方法之间的异同性!
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年
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2<=8\

在文献(

$

)中首次给出了采样定理!

$(&(

年
"L54414+.

在文献(

D

)中正式给出

其证明'定理描述为"对于能量有限的带限信号!要想无失真地恢复!要求采样频率大于信号带宽的两

倍'此后!很多文献将传统的采样定理称作
"L54414

'

#

K;

2<=8

采样定理!以下简称
"L54414

采样定理'

在
"L54414

采样定理中!当采样频率低于
#

K;

2<=8

采样率或原信号非带限时会造成频谱混叠'由于现

实中不存在理想带限$时域无限%信号!因此需要采用低通滤波器对输入信号进行滤波操作!同时在重构

信号时滤除频谱的周期延拓分量'从时域上看!重构所用的插值内核
"<4:

函数衰减非常缓慢(

)

)

!计算

效率很低!实时性差!不适于工程实现'因此!人们开始寻求更加有效的插值函数'

D%

世纪
(%

年代!

S4=@3W

等将
]

样条函数引入信号处理领域(

&'E

)

!探讨其作为插值内核的良好重构特性!为发展新的采

样重构理论提供了思路'另一方面!

"L54414

采样所基于的理论基础
O123<@3

变换实质上是将信号展开

成三角函数的线性组合(

*

)

!无法在时域和频域同时获得良好的局部特性'同时!对非平稳信号而言!其

时域各种时间统计量及频谱结构都会随着时间变化而失去统计意义(

R

)

'因此!为了适应需要处理各种

复杂形式信号的情形!小波分析应运而生'

$(R$

年
W136@8

给出了小波分析的概念!

$(R*

年
W@

K

@3

和

W56658

研究了多分辨率分析(

(

)

!使其之前构造正交小波的方法得以统一'

$((D

年!

T568@3^

基于小波

多分辨再生核
\6<J@38

空间建立了小波采样定理(

$%

)

'上述两种方法本质上研究的都是信号在不同基底

下的表达问题!如何将这一类方法统一起来成为一个完整的理论体系!逐渐成为人们所关心的问题'

$(**

年!

?5

F

126<=9

在其文章中开始引入广义采样理论(

$$

)

!对
"L54414

采样定理进行推广!探讨符合

#

K;

2<=8

采样率的条件下!基于线性时不变系统的带限信号的采样与重构问题'

$((R

年!

S4=@3W

和

_@32J<50

在
?5

F

126<=9

理论的基础上!将信号空间拓展到非带限情况!使信号的精确表达重构转向空间

投影与信号在其子空间或投影空间的逼近(

$D'$)

)

'

但是!这些推广仍然局限在对信号本身的表达与近似!并没有考虑信号中信息的表达问题!也就是

信号如何向信息空间投影的问题'随着信息技术的发展!人们处理的信号具有更高的带宽!传统的采样

方法使硬件的信号处理性能面临巨大的挑战&同时!人们常常需要压缩信号以减小信息传输与存储成

本!使采集到的信息大部分被抛弃!从而造成资源浪费'因此!研究新的采样理论已成为必然趋势'

D%%&

年!

-141L1

与
+54>@=

等首次提出压缩感知理论(

$&'$*

)

!使采样速率完全由信号中包含的信息所决

定!而不再受限于信号的带宽!打破了传统
"L54414

采样的局限性!在信号处理领域开辟了全新的研究

方向'近年来!许多文献对采样理论在不同时期的发展做了详细的综述(

$R'D$

)

!从中可以看出信号采集与

信号变换之间的关系'本文在分析信号处理所面临的诸多挑战与人们日益增长的各种需求的基础上!

研究了传统
"L54414

采样定理存在的不足!说明了探索一般性的信号表达与采样理论的必要性'从信

号空间投影与函数表达的角度分析了信号采样与重构的本质!在分析
"L54414

理想采样与重构理论*

?5

F

126<=

的广义采样理论和
S4=@3

等人推广的广义采样与重构理论的基础上!从数学上探讨小波变换

图
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采样过程
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和压缩感知等现代信号处理和变换方法与广义采

样理论的一致性'同时!以线性调频$

V<4@5373@
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%信号为例!说明采样与重

构的关系以及在各个方法之间的异同性'

;

!
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采样与重构

传统的
"L54414

采样是一种针对带限信号的

等距理想采样!其处理过程如图
$

所示'输入的连
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续信号
4

$

*

%经过前置滤波器变为带限信号!以
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2<=8

采样率进行采样获得离散信号
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为了便于前置滤波器的实现!降低带外无用信号频谱重叠的影响!实际上信号的采样频率往往要比

#

K;

2<=8

采样率高'信号重构可通过理想低通滤波器来实现!在时域等同于采用无限长的非因果冲激响

应即
"<4:

函数插值重构得到

8

4

$

*

%

5

#

%

$

A

4

$

%6

%

=<4,

$

*

#

6

7

%

% $

D

%

!!

物理上重构的实现只能通过非理想的低通滤波或时域上现在与过去时刻的采样值通过内插来实

现!但无论是非理想的低通滤波或有限长度的插值均会产生重构误差(

DD

)

'下面以线性调频信号为例!

通过仿真说明采样与重构的关系'假设原始信号的脉宽为
$M=

!带宽为
)%X\Z

$后文的仿真参数设置

与此相同%'采样频率取
*%X\Z

!具体仿真结果见图
D

'

图
D

!

基于
"L54414

采样定理的
VOW

信号仿真结果
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可以看出!当采样频率为
*%X\Z

时基本上能够无失真地恢复原始信号!有重构误差是因为在
W58

'

65J

中
"<4:

函数取值必须进行截断!对应频谱是非理想低通滤波器!从而造成误差'由图
D

$

J

%上图可

知!重构误差随采样频率的增大而减小!当采样频率低于
#

K;

2<=8

采样率$

E%X\Z

%时!重构误差将迅速

上升'图
D

$

J

%下图则表示重构误差随
"<4:

函数加窗截断后长度的增加而减小!当点数取无限长时理论

误差为零'因此!

"L54414

采样的重构精度同时受采样频率与插值内核的长度影响!而工程实现上不可

能采用过高的采样频率与过长的插值长度!这正是
"L54414

采样局限性的体现'
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广义采样与插值

由式$

D

%可以发现!,
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-是一个线性无关且相互正交的函数族'为了理解正交性!可

以从空间中函数投影的角度来考虑'设
(
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4

%!

3

$

4

%为空间中的连续函数!则
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%在
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%上的投影可

用它们的内积表示
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由式$
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%可以看出!
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函数在时间轴上的平移函数族构成了所有带限函数组成的函数空间的一组

正交基'将上述结论推广至更为一般的情形!这里定义一个基本近似空间
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!即
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它表示空间
=

内任意的连续函数
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%都能够表示为系数
,

$

;

%的序列'

为了使建立的模型具有实际意义!需要对其设置一些限制条件'系数序列必须平方可和&函数组

,
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必须构成空间
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%的一组
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D 是
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%的平方
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范数'该条件保证了每个基函数线性独立!也就是说空

间
=

$

#

%中的每个信号
/

$

4

%都由其系数
,

$

;

%唯一决定!当且仅当
+a>a$

时!基函数正交'最后一个条

件是该数学模型要能够通过选取一个尽量小的采样步骤来尽可能准确地近似任意输入信号'

信号的采样及重构!实际上就是对给定的信号!通过选取合适的基!使信号在这组基下的投影具有

图
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!

广义采样过程
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所需要的性质!如果在某个基下

不符合要求!那么就将其变换到

另一个基下表示'后文所提到的

短时
O123<@3

变换*小波变换以及

压缩感知中的稀疏变换!都是基

于这种广义上的采样理论思想所

进行的'与
"L54414

采样对应!

这里给出广义采样的处理框架如

图
)

所示'

将连续信号与基函数求内积*采样并经过一个数字校正滤波器!得到其在该基底上的离散展开系

数!再由广义上的重构公式即可恢复原始信号'这里讨论一个比较典型的基函数000

]

样条函数(
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样条函数定义为

$

%

$

*

#

6

%

5

3@:8

$

*

#

6

%

5

$

@

*

@

+

6

#

D

%

@

*

@

/

6

#

,

D

$

*

%

将它与自身迭代相乘!便得到
;

阶
]

样条函数

REE

数据采集与处理
!"#$%&'"

(

)&*&+,

-

#./.*."%&%01$",2//.%

3

B16C)$

"

#1C&

"

D%$E



$

;

$

*

#

6

%

5

$

$

%

A

$

;

7

$

%$

*

#

6

%

5

$

%

A

$

%

A

1

A

$

01 2

%

$

;

:

$

%次数

5

$

;

2

#

;

:

$

.

5

%

$

7

$

%

.

;

:

$

$ %

.

*

6

7

$

.

7

;

:

$

D

$ %

%

;

$

R

%

!!

除了
%

阶以外!高阶的
]

样条函数并不是相互正交的!但其均满足
b<@=Z

基限制条件!同时具有紧

支撑以及良好的逼近特性!在投影重构中优于无紧支性且衰减缓慢的
=<4,

函数(

DE'D*

)

!且其实现成本较

低!更具有工程应用价值'基于
)

阶
]

样条函数对
VOW

信号投影与重构的仿真见图
&

'

图
&

!

)

阶
]

样条函数对
VOW

信号投影重构结果

O<

A

C&

!

?31

I

@:8<1454>3@:14=832:8<143@=268=17VOW=<

A

4562=<4

A

8L3@@13>@3]'=

F

6<4@724:8<14

由图
&

$

5

%可以看出!

)

阶
]

样条时域衰减很快!避免了
=<4,

函数截断带来的重构误差!同时可以非

常准确地重构出原始
VOW

信号'经计算得到重构误差为
$CDEc$%

H$&

!这是由于前置滤波器与重构滤

波器的冲激响应是相互正交的!仿真从频域上实现!对应频谱乘积为
$

!因此理论误差为零!产生的误差

是由
W5865J

计算精度有限导致'

C

!

采样与小波变换

O123<@3

变换在研究时域信号的局部特性及处理非平稳信号上性能并不理想'

$(&E

年!

5̂J13

给出

短时
O123<@3

变换!利用窗函数限制计算范围!使其简单局部化'然而!由于窗函数在变换过程中始终保

持不变!因此较好的局部特性只能在时域或频域内获得!而不能同时获得(

DR

)

'

希望找到这样一种基函数!能够满足以下特性"$

$

%任何复杂的信号都可通过该基函数的尺度与位

置变化所产生的基底进行表达&$

D

%信号在该基底下的展开系数能够反映其时域局部特性&$

)

%该基函数

针对非平稳信号拥有较强的匹配特性'

(EE!

宋耀良 等%从广义采样'小波到压缩感知



$(%(

年!

\553

首次发现了这样的基函数!即著名的
\553

小波(

D(

)

%

$

*

%

5

$ %

+

*

3

$

#

D

7

$ $

#

D

+

*

3

$

%

(

)

*

其他

$

(

%

!!

函数
%

$

*

%

$

B

D

$

C

%称为基本小波!如果它符合该3允许4条件

%

:`

7`

@

8

%

$

*

%

@

@"@

>

"

3

`

$

$%

%

%

$

*

%又称为母小波!将其经过伸缩*平移便形成
B

D

$

C

%的一组标准正交基
%

&

!

D

$

*

%

a&

H$

#

D

%

$

*HD

&

%!某个函

数
4

$

*

%与该小波基的内积称为连续小波变换(

R

)

+TN

(

$

&

!

D

%

5

.

4

$

*

%!

%

&

!

D

$

*

%/ $

$$

%

将
&

!

D

进行变量替换!令
&aD

H

E

!

DaD

H

E

;

!便可得到离散小波变换(

R

)

+TN

(

$

E

!

;

%

5

.

(

$

*

%!

%

E

!

;

$

*

%/ $

$D

%

式中"

%

E

!

;

$

*

%

aD

E

#

D

%

$

D

E

*H;

%'

数学上已经证明",

%

E

!

;

$

*

%

aD

E

#

D

%

$

D

E

*H;

%

.

E

!

;

$

A

-构成了
B

D

$

C

%的一组规范正交基!任意能量有限

的信号
(

$

*

%

$

B

D

$

C

%可以在该组基下表示为

(

$

*

%

5

#

E

$

A

#

;

$

A

,

E

!

;

%

E

!

;

$

*

% $

$)

%

图
G

!

\553

小波对
VOW

信号分解与重构结果

O<

A

CG

!

-@:1M

F

1=<8<1454>3@:14=832:8<143@=268=

17VOW=<

A

4562=<4

A

\553Y5U@6@8

其中离散展开系数
,

E

!

;

a

.

(

$

*

%!

%

E

!

;

$

*

%/!也即式$

$D

%

所表示的离散小波变换'

小波在时域上紧支!同时也正负交替振荡!对信

号进行小波分析可以在信号的时域及频域同时获得

良好的局部特性!可以用来处理非平稳信号!并且能

在多尺度下由粗到细地分析信号!聚焦到信号的任何

细节(

R

!

)%

)

'基于
\553

小波对
VOW

信号分解重构的

仿真如图
G

所示'由此可以看出!小波分解能够同时

获取
VOW

信号的低频信息与高频信息'低频信息反

映了原始
VOW

信号的平均趋势!而高频信息则反映

了其波动趋势!即随着频率的增加波动越来越剧烈!

这也与客观事实相符'相对于
O123<@3

变换只能分析

信号的频域特性!利用小波变换可以在不同尺度上研

究并处理信号'例如当信号混入噪声时!对其小波分

解后得到的高频信息做适当处理便可达到去噪的效

果(

)$

)

'与
]

样条重构一样!小波重构的误差同样来源

于
W5865J

计算误差!其为
)C*Rc$%

H$G

'

D

!

采样与压缩感知

以
"L54414

采样定理为指导的采样方法没有突

破
#

K;

2<=8

采样率的限制!这对信号尤其是宽带信号

的处理能力及硬件设备的性能造成了极大的挑战!寻

求一种新的数据处理方法已成为必然'

D%%&

年
-1

'

41L1

!

+54>@=

等首先给出压缩感知理论!该理论表明"

%*E

数据采集与处理
!"#$%&'"

(

)&*&+,

-

#./.*."%&%01$",2//.%

3

B16C)$

"

#1C&

"

D%$E



若信号投影到某个域内具备稀疏性或可压缩性!那么采用较少的信号测量值就能以高概率恢复原始信

号(

$&'$G

)

'

考虑长度为
F

的信号
!

!若其在基底
!

上
G?

稀疏!则可表示为
!a

!"

!利用测量矩阵
#

得到
!

的

测量值
"

a

#

!a

#!"

'记
$

a

#!

!当
$

满足受限等距特性$

b!?

%准则时(

)D

)

!就可通过求解
"

a

$"

的逆

问题得到
"

!再代入式
!a

!"

即可将原始信号
!

从测量投影值
"

中正确地恢复(

))

)

'压缩感知适用的基

本前提有两个!分别是信号的稀疏性!以及测量矩阵与稀疏基的非相关性(

)&

)

'

+"

理论的信号重构问题等价于稀疏约束下的欠定方程求解

M<4

"

-"-

'

%

!

=C8C

!

"

5$"

$

$&

%

!!

由于对上式的求解是个
#?'L53>

问题(

)G

)

!因此将
-"-

'

%

松弛为
-"..

'

$

!转化为
'

$

最小范数下的最

优化问题

M<4

"

-"-

'

$

!

=C8C

!

"

5$"

$

$G

%

!!

基于该思想的重构算法主要包括内点法与梯度投影法(

)E

)

!随后又有人提出新的贪婪算法!大大提

高了计算速度!且易于实现!如匹配追踪$

W58:L<4

AF

23=2<8

!

W?

%法(

)*

)

!正交匹配追踪$

,38L1

A

1456M58:

'

L<4

AF

23=2<8

!

,W?

%法(

)R

)以及分段
,W?

法(

)(

)

!等'

压缩感知能够以低速率同时对信号进行采样和压缩!大大减小了传感器的计算压力与数据的传送*

储存成本'经过
$%

年多的发展!压缩感知理论在诸多工程技术领域已有广泛的应用!例如超宽带信号

处理(

&%'&D

)

*高分辨雷达成像(

&)'&G

)

*模式识别(

&E'&R

)以及医疗成像(

&('G$

)等'与此同时!压缩感知目前也存在

一些问题和瓶颈!主要集中在数学理论上!例如测量矩阵与稀疏基的非相关性难以保证!迭代算法过程

不可控!重构算法复杂度高*运算速度慢等(

GD

)

'应用压缩感知理论对
VOW

信号进行测量并用
,W?

算

法进行重构的仿真如图
E

所示'

图
E

!

基于压缩感知的
VOW

信号仿真结果

O<

A

CE

!

"<M2658<143@=268=17VOW=<

A

456J5=@>14:1M

F

3@==@>=@4=<4

A

$*E!

宋耀良 等%从广义采样'小波到压缩感知



仿真中!对原始信号进行快速傅里叶变换可以得到其在频域的稀疏度
G

!若信号长度为
F

!则由关

系式
H

4

Gc61

A

$

F

#

G

%可以得到测量次数
H

'测量向量由高斯分布随机矩阵与
VOW

信号时域相乘得

到!见图
E

$

5

%上图'由图
E

$

5

%下图可以看出!仿真利用较少的测量值完成了对
VOW

信号较为准确的重

构'在满足
H

4

Gc61

A

$

F

#

G

%的条件下!重构误差随测量次数的增大而减小'同时!重构误差对测量

次数的变化并不敏感!且始终保持在小于
$

的范围内'因此!压缩感知相对于传统
"L54414

采样具有更

加高效*低成本的特性!在处理带宽更大*稀疏度更高的信号时!其优越性将更加明显'

E

!

结束语

"L54414

采样定理作为通信与信号处理领域的一个重要基本结论!为信号的数字化处理奠定了基

础'而随着信息技术的发展!传统采样方法所存在的问题正在逐步显现出来!使其已无法满足当下各种

信息获取需求'本文针对
"L54414

采样从时域插值重构*时频特性分析!以及应对宽带信号处理能力等

方面理论分析了其存在的缺陷!并通过仿真验证!从而分别引出广义采样*小波变换!以及压缩感知理

论!介绍了其发展历程与基本原理!从数学角度探讨了它们所基于的共同思想!并通过仿真说明其基本

实现方法以及相对于传统方法所具有的优越性'文中所述的这些方法和理论!不论是对
"L54414

采样

定理的发展*扩充还是突破!其本质都是将信号变换到新的基底或者域内表达!使其表现出所需要的某

种特性!再通过构造函数或算法将信号无失真或近似地恢复!从而实现滤波*去噪和压缩等功能'从香

农采样到广义采样*小波变换再到压缩感知!新的信号处理方法在不断地发展并完善!以适应更加丰富

多变的信息环境!而广义采样作为一种普适性的信号表达与采样理论!既是对现有的信号处理方法规律

的总结!也为开拓新的理论提供了思路'因此深入理解并研究广义采样对信号处理技术的发展与创新

具有广阔而深远的意义'
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