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摘 要：信息熵体系是进行不确定刻画与近似推理的重要理论，已经被引入粗糙集进行数据分析与智

能处理。经典的互补熵、互补条件熵和互补互信息能够刻画粗糙性与模糊性，该信息体系的拓展具有

应用意义。本文基于邻域粗糙集，扩张构建邻域互补信息度量并研究其启发式属性约简。通过解析式

模拟与信息粒替换，定义邻域互补熵、邻域互补条件熵和邻域互补互信息，得到系统方程、双界刻画和

粒化非单调性；基于邻域互补互信息，提出非单调属性约简并设计启发式约简算法；采用决策表实例与

UCI数据实验有效验证性质与算法。基于邻域扩张，相关信息度量与属性约简具有应用前景。
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引 言

信息理论能够有效实施不确定表示与应用 [1]，已经被系统地引入粗糙集进行数据分析与智能处理。

例如，文献[2⁃5]采用香农熵、粗糙熵和加权熵等体系进行不确定性刻画与约简算法启发。特别地，文献

[6]基于互补机制提出互补信息体系，相关不确定性度量包括互补熵、互补条件熵和互补互信息，它们刻

画了粗糙性与模糊性。继而，文献[7]以互补条件熵为启发式信息，构建基于正域的属性约简算法；文献

[8]基于三层粒度结构，构建三支加权互补熵体系。互补信息度量采用的互补刻画 p ( 1- p )区别于香农

信息度量的对数刻画-plog2 p，但两者具有一些共同特征 (如函数上凸非单调)，进而也存在一定相似性

(如度量系统关系)。对比于香农信息体系，互补信息系统能够有效刻画粗糙集的模糊性 [6]。可见，互补

信息度量具有独特的不确定性刻画优势，但其研究还相对较少，相关的深入与拓展具有创新价值。

粗糙集具有双向逼近认知，能够进行知识约简与特征选择，广泛应用于数据挖掘、机器学习和人工

智能等领域。传统粗糙集主要采用等价关系与知识剖分，相关数值型数据处理往往需要离散化。邻域

粗糙集引入邻域关系与覆盖结构，具有理论扩张性与应用鲁棒性，能够有效处理符号型数据、数值型数

据乃至混合型数据。邻域粗糙集的不确定性度量与属性约简得到了广泛研究 [9⁃15]。特别地，文献[16]建
立基于对数函数-log2 p的信息体系(包括邻域熵、邻域条件熵和邻域互信息)；文献[17]用邻域互信息进

行特征选择与多标签学习；文献 [18]提出邻域精度、邻域熵、信息粒度及相关粒化单调性；文献 [19]建立

一种模糊熵来度量邻域粗糙集的不确定性；文献[20]采用邻域熵及其发展度量进行离群点检测。总之，

邻域粗糙集尚未涉及互补信息度量体系，相关的构建具有应用意义。

基于上述背景，本文拟将经典互补信息度量推广到邻域粗糙集，并研究相关的启发式属性约简。

基于邻域扩张，具体构建邻域互补熵、邻域互补条件熵和邻域互补互信息，研究基本性质；基于邻域互

补互信息及其粒化非单调性，设计属性约简及其启发算法。研究结果被决策表实例与UCI数据实验有

效验证，并有利于基于邻域粗糙集的不确定性信息处理。

1 经典邻域互补信息度量与邻域系统

本节利用文献[6,8]与文献[16,21]分别回顾经典互补信息度量与邻域系统。

决策表为四元组 DT =(U,AT = C ∪D,V,f )，U为有限论域，C,D分别为条件、决策属性集,V =

∪a∈AT
Va(Va 是属性 a∈AT的值域)，信息函数 f:U× AT → V具有 ∀x∈U，∀a∈AT，f ( x,a )∈Va。设

条件属性子集A⊆ C诱导知识划分U/IND ( A )= { [ x ] iA |i= 1,⋯,n }，决策属性集D诱导决策分类 }；设
∗C=U- ∗表示补集，例如 [ x ] iCA，DC

j 。

定义1[6,8] A⊆ C的互补熵、D相对于A的互补条件熵、A与D之间的互补互信息分别为

H ( A )= ∑
i= 1

n | [ x ] iA |
|U |

| [ x ] iA C |
|U | = ∑

i= 1

n | [ x ] iA |
|U | ( 1- | [ x ] iA |

|U | )

HC ( D |A )= ∑
i= 1

n

∑
j= 1

m | [ x ] iA ∩Dj |
|U |

|Dj
C-[ x ] iA C |
|U | = ∑

i= 1

n

∑
j= 1

m | [ x ] iA ∩Dj |
|U |

| [ x ] iA- Dj |
|U |

MI ( D ;A )= ∑
i= 1

n

∑
j= 1

m | [ x ] iA ∩Dj |
|U |

|Dj
C ∩[ x ] iA C |
|U | = ∑

i= 1

n

∑
j= 1

m | [ x ] iA ∩Dj |
|U | ( 1- | [ x ] iA ∪Dj |

|U | )

(1)

定理1[6,8] 互补熵、互补条件熵、互补互信息满足如下系统方程
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MI ( D ;A )= H ( A )- HC ( A |D )= H ( D )- H ( D |A ) (2)
式中

H ( D )= ∑
j= 1

m |Dj |
|U |

|Dj
C |

|U | = ∑j= 1
m |Dj |
|U | ( 1-

|Dj |
|U | )

HC ( A |D )= ∑
i= 1

n

∑
j= 1

m | [ x ] iA ∩Dj |
|U |

| [ x ] iA C- Dj
C |

|U | = ∑
i= 1

n

∑
j= 1

m | [ x ] iA ∩Dj |
|U |

|Dj-[ x ] iA |
|U |

(3)

定 理 2[6,8] 若 U/IND ( A )≥U/IND ( B )( 即 ∀ [ x ] B ∈U/IND ( B )， ∃ [ x ] A ∈U/IND ( A )，
s.t. [ x ] B ⊆[ x ] A)，则

H ( A )≤ H ( B ),HC ( D |A )≥ HC ( D |B ),MI ( D ;A )≤MI ( D ;B ) (4)

定 义 1 提 供 了 经 典 互 补 信 息 体 系 ，其 涉 及 补 集 描 述 与 概 率 形 式 (如 p ( [ x ] iA )=
| [ x ] iA |
|U | ，

p ( [ x ] iA ∩Dj )=
| [ x ] iA ∩Dj |

|U | )，即其采用对称二次函数 p ( 1- p )替换经典的非对称对数函数-p log2 p

进行信息集成，从而成为一种新型不确定性度量，互补熵刻画条件知识结构的不确定性，互补条件熵与

互补互信息描述条件结构与决策结构之间的信息关系，相关体系可以度量粗糙性与模糊性等不确定

性 [6]。 事 实 上 ，U/IND ( A ) 与 U/IND ( D ) 具 有 关 于 等 价 划 分 的 平 等 性 ，故 定 理 1 中 出 现 的

H ( D ),HC ( A |D )分别对称于定义 1中的 H ( A ),HC ( D |A )；进而，定理 1提供 5种互补信息度量的系统

方程。定理 2则表明互补信息系统具有粒化单调性，其中的粒化关系 U/IND ( A )≥U/IND ( B )可由

A⊆ B实现。

邻域粗糙集是经典粗糙集的拓展，其基础为邻域系统 [16,21]。对决策表 DT ，设 A={ c1,⋯,cn }⊆ C，

则其对应距离函数 :dA ( x,y )= ( )∑
h= 1

g

|f ( x,ch )- f ( y,ch ) |p
1
p

。本文采用 p= 1的Manhattan距离函数。加

上 半 径 参 数 δ，则 x 的 领 域 nδA ( x )= { y∈U |dA ( x,y )≤ δ }可 以 诱 导 邻 域 关 系 NRA={( x,y )∈U×
U |y∈ nδA ( x ) }与邻域覆盖 U/NRA={ nδA ( x ) |x∈U }= { nδA ( x ) 1,⋯,nδA ( x ) n }，其中 nδA ( x ) i ( i= 1,⋯,n )
表示 n个邻域。

定 理 3[16,21] (1)若 δ1 ≤ δ2,则 ∀x∈U 有 nδ1A ( x )⊆ nδ2A ( x )。 若 δ= 0,则 nδA ( x )=[ x ] A。 (2)若
A⊆ B,则 ∀x∈U有 nδA ( x )⊇ nδB ( x )(此时也记U/NRA≥U/NRB)。

邻域依托其覆盖结构为邻域粗糙集奠定了粒计算基础。基于定理 3，邻域具有参数单调性，δ= 0
导致退化，即邻域粒退化到等价类且邻域粗糙集退化到经典粗糙集；此外，邻域还具有关于属性子集关

系的单调性，这为相关粒化单调性奠定了基础。

2 邻域互补信息度量及其性质

经典互补信息度量 [6,8]适用于经典粗糙集。针对扩张的邻域粗糙集，本节自然定义邻域互补信息度

量 , 以 实 施 度 量 扩 张 与 拓 展 应 用 。 下 面 主 要 针 对 决 策 表 DT 及 其 邻 域 覆 盖 U/NRA=
{ nδA ( x ) i |i∈ 1,⋯,n }与决策分类U/IND ( D )= { Dj | j∈ 1,⋯,m }。

2. 1 邻域互补信息度量

定义2 A⊆ C的邻域互补熵、D关于A的邻域互补条件熵、A与D之间的邻域互补互信息分别为
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NHδ ( A )= ∑
i= 1

n |nδA ( x ) i |
|U |

|nδA ( x ) i C |
|U | = ∑

i= 1

n |nδA ( x ) i |
|U | ( 1- |nδA ( x ) i |

|U | )

NHCδ ( D |A )= ∑
i= 1

n

∑
j= 1

m |nδA ( x ) i ∩Dj |
|U |

|Dj
C- nδA ( x ) i C |
|U | = ∑

i= 1

n

∑
j= 1

m |nδA ( x ) i ∩Dj |
|U | ( )|nδA ( x ) i- Dj |

|U |

NMIδ ( D ;A )= ∑
i= 1

n

∑
j= 1

m |nδA ( x ) i ∩Dj |
|U |

|Dj
C ∩ nδA ( x ) i C |
|U | = ∑

i= 1

n

∑
j= 1

m |nδA ( x ) i ∩Dj |
|U | ( )1- |nδA ( x ) i ∪Dj |

|U |

(5)

定理4 若 δ= 0，则NHδ ( A )= H ( A ),NHCδ ( D |A )= HC ( D |A ),NMIδ ( D ;A )=MI ( D ;A )。
定义 2的邻域互补信息度量模拟了定义 1的经典互补信息度量，主要将知识划分U/IND ( A )拓展

替换为邻域覆盖U/NRA (即等价类 [ x ] iA换为邻域 nδA ( x ) i。这种基于解析式的拓展方案，比较自然也

更为稳妥。由此，邻域互补信息度量具有扩张性 (定理 4)。3种邻域度量具有类似于经典互补熵的不确

定性语义，但代替地使用邻域覆盖结构。为了有利于邻域覆盖结构的近似推理，它们具体采用邻域粒

不重复计数机制，这区别于元素诱导的邻域可重复机制 [16]。此外，定义 2也提供了补集描述与等价本质

两种形式。下面模拟确定 NHδ ( A )，NHCδ ( D |A )的对称度量 NHδ ( D ) A，NHCδ ( A |D )，并发展系统

关系。

命题1 邻域互补熵具有等价“双和形式”

NHδ ( A )= ∑
i= 1

n

∑
j= 1

m |nδA ( x ) i ∩Dj |
|U |

|nδA ( x ) i C |
|U | = ∑

i= 1

n

∑
j= 1

m |nδA ( x ) i ∩Dj |
|U | ( 1- |nδA ( x ) i |

|U | ) (6)

证明 由式(5)与U/IND ( D )的剖分性有

NHδ ( A )= ∑
i= 1

n |nδA ( x ) i |
|U |

|nδA ( x ) i C |
|U | = ∑

i= 1

n |nδA ( x ) i ∩( D 1 ∪⋯∪Dm ) |
|U |

|nδA ( x ) i C |
|U | =

∑
i= 1

n |( nδA ( x ) i ∩D 1 )∪⋯∪( nδA ( x ) i ∩Dm ) |
|U |

|nδA ( x ) i C |
|U | = ∑

j= 1

m |nδA ( x ) i ∩Dj |
|U |

|nδA ( x ) i C |
|U |

命题2 H ( D )≤ ∑
i= 1

n

∑
j= 1

m |nδA ( x ) i ∩Dj |
|U |

|Dj
C |

|U | ，若 δ= 0时等号成立。

证明 由式(3)与U/NRA的覆盖性，类似于命题 1的证明过程有

H ( D )= ∑
j= 1

m |Dj |
|U |

|Dj
C |

|U | ≤ ∑j= 1
m ( )∑

i= 1

n |nδA ( x ) i ∩Dj |
|U |

|Dj
C |

|U | =

∑
i= 1

n ( )∑
j= 1

m |nδA ( x ) i ∩Dj |
|U |

|nδA ( x ) i C |
|U | = ∑

i= 1

n

∑
j= 1

m |nδA ( x ) i ∩Dj |
|U |

|nδA ( x ) i C |
|U |

其中覆盖U/NRA退化为划分U/IND ( A )时(此时 δ= 0)，上述等号成立。

定理5 采用类似于NHδ ( A )(式(6))与NHCδ ( D |A )(式(5))的“双和形式”，设置符号

NHδ ( D ) A= ∑
i= 1

n

∑
j= 1

m |nδA ( x ) i ∩Dj |
|U |

|Dj
C |

|U | = ∑i= 1
n

∑
j= 1

m |nδA ( x ) i ∩Dj |
|U | ( )1- |Dj |

|U |

NHCδ ( A |D )= ∑
i= 1

n

∑
j= 1

m |nδA ( x ) i ∩Dj |
|U |

|nδA ( x ) i C- Dj
C |

|U | = ∑
i= 1

n

∑
j= 1

m |nδA ( x ) i ∩Dj |
|U |

|Dj- nδA ( x ) i |
|U |

(7)

则邻域互补熵、邻域互补条件熵和邻域互补互信息满足如下系统方程

NMIδ ( D ;A )= NHδ ( A )- NHCδ ( A |D )= NHδ ( D ) A- NHCδ ( D |A ) (8)
证明 (1)注意到 nδA ( x ) i C具有两剖分部分:nδA ( x ) i ∩Dj,nδA ( x ) i C- Dj

C，由式(6，7)有
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NHδ ( A )= ∑
i=1

n

∑
j=1

m |nδA ( x ) i∩Dj |
|U |

|nδA ( x ) i C |
|U | = ∑

i=1

n

∑
j=1

m |nδA ( x ) i∩Dj |
|U |

|( nδA ( x ) i C∩Dj
C )∪( nδA ( x ) i C-Dj

C ) |
|U | =

∑
i=1

n

∑
j=1

m ( )|nδA ( x ) i∩Dj |
|U |

|nδA ( x ) i C∩Dj
C |

|U | + |nδA ( x ) i∩Dj |
|U |

|nδA ( x ) i C-Dj
C |

|U | =

NMIδ ( D;A )+NHCδ ( A |D )
(2)由式(6，7)有

NHCδ ( D |A )= ∑
i= 1

n

∑
j= 1

m |nδA ( x ) i ∩Dj |
|U |

|Dj
C- nδA ( x ) i C |
|U | = ∑

i= 1

n

∑
j= 1

m |nδA ( x ) i ∩Dj |
|U |

|Dj
C-( nδA ( x ) i C ∩Dj

C ) |
|U | =

∑
i= 1

n

∑
j= 1

m |nδA ( x ) i ∩Dj |
|U |

|Dj
C |

|U | - ∑i= 1
n

∑
j= 1

m |nδA ( x ) i ∩Dj |
|U |

|nδA ( x ) i C ∩Dj
C |

|U | =

NHδ ( D ) A- NMIδ ( D ;A )
命题 1提供邻域互补熵 NHδ ( A )的“双和形式”。命题 2涉及的“双和形式”类似且对称于 NHδ ( A )

的，但其不同于且不小于H ( D )，这是因为覆盖U/NRA替换了划分U/IND ( A )。由此，定理 5提取命题

2“双和形式”形成新符号 NHδ ( D ) A，其依赖于 A从而区别于只依赖于 D的 H ( D )；此外，定理 5还提供

了 NHCδ ( A |D )。 可 见 ，NHδ ( D ) A 与 NHδ ( A )具 有 在“ 双 和 层 面 "的 粒 交 换 性 ，而 NHCδ ( A |D )与
NHCδ ( D |A )具有集差换序。从而，定理 5证明并表现了邻域互补信息度量的系统关系，其对应经典互

补信息度量的系统关系(式(2))。由此，下述推论 1补充了NHδ ( D ) A,NHCδ ( A |D )对于H ( D ),HC ( A |D )
的扩张性，还揭示了 NMIδ ( D ;A )≠H ( D )-NHCδ ( D |A )的扩张特异性。由此定理所述 0值条件容易

检验。

推论1 (1)若 δ= 0,则NHδ ( D ) A= H ( D ),NHCδ ( A |D )= HC ( A |D )。
(2) NHδ ( D ) A≥ H ( D ),NMI ( D ;A )≥ H ( D )- NHCδ ( D |A )，若 δ= 0时等号成立。

定理 6 U/NRA≼ U/IND ( D ) (即 ∀nδA ( x ) i ∈U/NRA,∃Dj ∈U/IND ( D ),s.t.,nδA ( x ) i⊆ Dj)的充

分必要条件是NHCδ ( D |A )= 0。
证明 (1)若 U/NRA≼ U/IND ( D ),则 ∀nδA ( x ) i ∈U/NRA,∃Dj ∈U/IND ( D )有 nδA ( x ) i ∩Dj=∅，

|nδA ( x ) i ∩Dj |= 0或 nδA ( x ) i⊆ Dj,|nδA ( x ) i- Dj |= 0,即有 |nδA ( x ) i ∩Dj ||nδA ( x ) i- Dj |= 0。因此由式 (5)
有 NHCδ ( D |A )= 0。 (2)反 设 NHCδ ( D |A )= 0,但 U/NRA⋠ U/IND ( D )。 此 时 ，∃i* ∈ { 1,⋯,n }，j* ∈
{ 1,⋯,m },s.t. ∅⊂ nδA ( x ) i* ∩Dj* ⊂ nδA ( x ) i*，|nδA ( x ) i* ∩Dj* ||nδA ( x ) i* - Dj* |> 0。 因 此 , 由 式 (5) 有

NHCδ ( D |A )≥
|nδA ( x ) i* ∩Dj* |

|U |
|nδA ( x ) i* - Dj* |

|U | > 0。该矛盾意味着充分性成立。

推 论 2 U/NRA≼ U/IND ( D ) 等 价 于 NMIδ ( D ;A )= NHδ ( D ) A,NHδ ( A )= NHCδ ( A |D )+
NHδ ( D ) A。

定理7 (1) NHδ ( A )∈ [ 0,|U |/4 ]，且U/NRA={U }⇒ NHδ ( A )= 0。
(2) NHCδ ( D |A )∈ [ 0,|U | ],且U/NRA≼ U/IND ( D )⇒ NHCδ (D |A) = 0。
(3) NMIδ ( D ;A )∈ [ 0,|U | ],且U/NRA={U }⇒ NMIδ ( D ;A )= 0。

证明 (1) ∀i∈{ 1,⋯,n }, |n
δ
A ( x ) i |
|U | ( 1- |nδA ( x ) i |

|U | )≤ 1
4，由式(5)有NHδ ( A )≤

n
4 ≤

|U |
4 。NHδ ( A )≥

0是显然的，且可由U/NRA={U }取得。

(2)由式(5)有
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NHCδ ( D |A )= ∑
i= 1

n

∑
j= 1

m |nδA ( x ) i ∩Dj |
|U |

|nδA ( x ) i- Dj |
|U | ≤ ∑

i= 1

n

∑
j= 1

m |Dj |
|U |

|nδA ( x ) i |
|U | =

∑
i= 1

n ( )|nδA ( x ) i |
|U | ∑j= 1

m |Dj |
|U | = ∑i= 1

n |nδA ( x ) i |
|U | ≤ n× 1≤ |U |

NMIδ ( D ;A )= ∑
i= 1

n

∑
j= 1

m |nδA ( x ) i ∩Dj |
|U | ( )1- |nδA ( x ) i ∪Dj |

|U | ≤ ∑
i= 1

n

∑
j= 1

m |nδA ( x ) i ∪Dj |
|U | =

∑
i= 1

n |nδA ( x ) i |
|U | ≤ n× 1≤ |U |

(9)

由此定理所述 0值条件容易检验。

推论3 H ( A ),HC ( D |A ),MI ( D ;A )都具有双界范围 [ 0,1 ]。
定理 6(及推论 2)提供了粒化条件U/NRA≼ U/IND ( D )的信息描述，这有利于覆盖粒化的依赖推

理。定理 7提供了NHδ ( A ),NHCδ ( D |A ),NMIδ ( D ;A )的双界及其下确界 0取得情形。基于证明式 (9)，
NHCδ ( D |A ),NMIδ ( D ;A )通过“双和形式”放缩，从而获得上界 |U |；类似地，NHδ ( A )也可以采用“双和

形 式 ”(式 (6))得 到 相 同 上 界 |U |。 若 覆 盖 U/NRA 退 化 为 划 分 U/IND ( A )时 (此 时 δ= 0)，式 (9)中

∑
i= 1

n |nδA ( x ) i |
|U | = 1,则上界 |U |皆可以降低到 1，故推论 3描述了退化的经典互补度量情形。此外，NHδ ( A )

采用“单和形式”及抛物函数 p ( 1- p )最大值 1/4来提供上界 |U |/4，其通常小于上述上界 |U |。进而，相

关的更小上界乃至上确界值得探讨。

2. 2 邻域互补信息度量的粒化非单调性

不确定性度量的粒化单调性或非单调性是信息应

用的一个重要特性 [2,3,15]，决定着属性约简的定义构造

与算法启发。定理 2表明，经典互补信息度量具有粒

化单调性。本小节阐述邻域互补信息度量基于扩张变

异的粒化非单调性。下面首先通过一个实例来计算信

息值并提供非单调事实。

例 1 决 策 表 DT 如 表 1，其 中 U/IND ( D )=
{ D 1 = { x1,x2,x4,x5 },D 2 = { x3,x6,x7 } }。

基于 Manhattan距离与半径 δ= 0.5，可以构建邻

域体系。为了研究粒化，下面聚焦自然属性增链 :
{ c1 }⊂{ c1,c2 }⊂{ c1,c2,c3 }⊂{ c1,c2,c3,c4 }⊂{ c1,c2,c3,c4,c5 }
(链元属性集用A统一表示)。表 2提供相关邻域及覆盖。再由式 (5，7)，表 3提供所有 5种邻域互补信息

度量值。作为例子，链元 { c1,c2,c3 }的前 3个度量计算过程为：

（1）NHδ ( { c1,c2,c3 } )=
3
7 ×

4
7 +

2
7 ×

5
7 +

2
7 ×

5
7 +

2
7 ×

5
7 +

1
7 ×

6
7 +

1
7 ×

6
7 = 1.102 0；

（2）NHCδ ( { c1,c2,c3 } )=
2
7 ×

1
7 +

1
7 ×

2
7 +

1
7 ×

1
7 +

1
7 ×

1
7 +

1
7 ×

1
7 +

1
7 ×

1
7 = 0.163 3；

（3）NMIδ ( { c1,c2,c3 } )=
2
7 ×

2
7 +

1
7 ×

2
7 +

2
7 ×

3
7 +

1
7 ×

2
7 +

1
7 ×

3
7 +

1
7 ×

2
7 +

1
7 ×

3
7 +

1
7 ×

3
7 +

1
7 ×

4
7 = 0.591 8。

表 1 实例决策表

Table 1 Instance decision table

U

x1
x2
x3
x4
x5
x6
x7

c1
0.8
0.9
0.6
1.0
0.7
0.5
0.9

c2
1.0
0.8
1.0
0.4
0.6
0.2
0.3

c3
0.7
0.6
0.4
0.8
0.3
0.1
0.7

c4
0.5
0.5
0.8
0.7
0.2
0.9
0.5

c5
0.4
0.9
1.0
0.5
0.4
0.3
0.6

D

1
1
2
1
1
2
2
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基于表 3结果，首先可以检验系统式 (8)，即表 3中第 (3)个度量值等于第 (4)与 (2)的度量值的差，也等

于第 (1)与 (5)的度量值的差。此外，NHδ ( D ) A≥ H ( D )= 4
7 ×

3
7 +

3
7 ×

4
7 = 0.489 8，当 A取 { c1,c2 }或

{ c1,c2,c3 }时不等号为严格大于 ;可见，NHδ ( D ) A 依赖于 A从而不同于只依赖于 D的常值 H ( D )，进而

NMIδ ( D ;A )≠ H ( D )- NHCδ ( D |A )(推论 1)。最后聚焦粒化非单调性。伴随属性增链的覆盖细化，这

5 种度量都呈现“先增大后减少”趋势，该波动充分说明了所有度量的粒化非单调性。关于属性增链，虽

然单元素具有邻域细化 (即 ∀x∈U有 nδ{ c1 } ( x )⊇ nδ{ c1,c2 } ( x )⊇⋯⊇ nδ{ C } ( x )，但覆盖在“脱离元素追踪”与

“去除粒重复”后呈现对应变化的复杂性，比如覆盖粒数具有波动：|U/NR { c1 }|= 1< |U/NR { c1,c2 }|= 5<

|U/NR { c1,c2,c3 }|= 6> |U/NR { c1,c2,c3,c4 }|= 5< |U/NRC |= 7。

定理 8 设 U/NRA ≽ U/NRB，则同类型的邻域互补信息度量在 A与 B上的大小关系是不确定

的，即以下 5组度量无必然的大小关系：

(1) NHδ ( A ) 与 NHδ ( B )；(2) NHCδ ( D |A ) 与 NHCδ ( D |B )；(3) NMIδ ( D ;A ) 与 NMIδ ( D ;B )；
(4) NHδ ( D ) A与NHδ ( D ) B；(5) NHCδ ( A |D )与NHCδ ( B|D )。

基于例 1的事实支撑，定理 8自然提供 5种邻域互补信息度量的粒化非单调性。主要分析前面 3种
重要度量的相关机制。事实上，度量的覆盖刻画具有对分类刻画的拓展性并利于后续近似推理，但直

表 2 基于属性增链的邻域及覆盖

Table 2 Neighborhood and coverage based on attribute chaining

邻域

nδA ( x1 )
nδA ( x2 )
nδA ( x3 )
nδA ( x4 )
nδA ( x5 )
nδA ( x6 )
nδA ( x7 )

nδA ( xi )∈
U/NRA

{ c1 }
{ x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7 }
{ x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7 }
{ x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7 }
{ x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7 }
{ x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7 }
{ x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7 }
{ x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7 }

{ x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7 }

{ c1,c2 }
{ x1,x2,x3,x5 }

{ x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7 }
{ x1,x2,x3,x5 }
{ x2,x4,x5,x7 }

{ x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7 }
{ x6,x7 }

{ x2,x4,x5,x6,x7 }
{ x1,x2,x3,x5 }

{ x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7 }
{ x2,x4,x5,x7 }
{ x6,x7 }

{ x2,x4,x5,x6,x7 }

{ c1,c2,c3 }
{ x1,x2,x3 }
{ x1,x2 }
{ x1,x3 }
{ x4,x7 }
{ x5 }
{ x6 }
{ x4,x7 }
{ x1,x2,x3 }
{ x1,x2 }
{ x1,x3 }
{ x4,x7 }
{ x5 } { x6 }

{ c1,c2,c3,c4 }
{ x1,x2 }
{ x1,x2 }
{ x3 }
{ x4,x7 }
{ x5 }
{ x6 }
{ x4,x7 }
{ x1,x2 }
{ x3 }
{ x4,x7 }
{ x5 }
{ x6 }

{ c1,c2,c3,c4,c5 }
{ x1 }
{ x2 }
{ x3 }
{ x4 }
{ x5 }
{ x6 }
{ x7 }
{ x1 }
{ x2 }
{ x3 }

{ x4 } { x5 }
{ x6 } { x7 }

表 3 基于属性增链的邻域互补信息度量

Table 3 Neighborhood complementary information metric based on attribute chaining

度量

(1)NHδ ( A )
(2)NHCδ ( D |A )
(3)NMIδ ( D ;A )
(4)NHδ ( D ) A
(5)NHCδ ( A |D )

{ c1 }
0.000 0
0.489 8
0.000 0
0.489 8
0.000 0

{ c1,c2 }
1.020 4
0.816 3
0.632 7
1.449 0
0.387 7

{ c1,c2,c3 }
1.102 0
0.163 3
0.591 8
0.755 1
0.510 2

{ c1,c2,c3,c4 }
0.775 5
0.040 8
0.449 0
0.489 8
0.326 5

{ c1,c2,c3,c4,c5 }
0.857 1
0.000 0
0.489 8
0.489 8
0.367 3
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接的邻域粒变化具有复杂性，这在很大程度上诱导了相关的粒化不确定性。

(1) 基于式 (5)，邻域互补熵的“单和内部”涉及上凸抛物函数 p ( 1- p )，其先增后减并在 p= 0.5处取

得 最 大 值 0.25。 当 U/NRA ≽ U/NRB 时 ，有 ∀x∈U⇒ nδA ( x )⊇ nδB ( x )( 定 理 3)，因 此 ∀x∈U 有

p ( nδA ( x ) )=
|nδA ( x ) |
|U | ≥ |nδB ( x ) |

|U | =p ( nδB ( x ) )，但无法确定 p ( nδA ( x ) ) ( 1- p ( nδA ( x ) ) )与 p ( nδB ( x ) ) ( 1-

p ( nδB ( x ) ) )的大小关系。后续覆盖细化也具有不确定性，因此NHδ ( A )与NHδ ( B )无必然大小关系。

(2)类似地 ,当 U/NRA ≽ U/NRB 时 ,领域互补条件熵“双和内部”具有信息减少的确定趋势 :
|nδA ( x )∩Dj |

|U |
|nδA ( x )- Dj |

|U | ≥ |nδB ( x )∩Dj |
|U |

|nδB ( x )- Dj |
|U | 。但在后续求和中信息具有增加的可能性，因为

B的邻域粒数可以更多。最终，NHCδ ( D |B )对比NHCδ ( D |A )的大小关系还是无法确定。

(3)当 U/NRA ≽ U/NRB 时 ,领域互补互信息的“双和内部”具有
|nδA ( x )∩Dj |

|U | ≥ |nδB ( x )∩Dj |
|U | 与

( 1- |nδA ( x )∪Dj |
|U | )≤ (1- |nδB ( x )∪Dj |

|U | )，这两种相反方向的确定性导致两种因子乘积大小的不确定

性。此外,“双求和”粒数目仍然是一个不确定问题，因此也无法最终确定 NMIδ ( D ;A )与 NMIδ ( D ;B )
的大小关系。

3 基于邻域互补互信息的启发式属性约简

基于相关的不确定性语义，邻域互补熵和邻域互补条件熵、邻域互补互信息都可以被利用于属性

约简构建。针对决策表，考虑到邻域互信息能够有效度量从条件属性到决策属性的信息量与依赖度，

故本节主要采用该测度来构建启发式属性约简。基于粒化非单调性 (定理 8)，这里采用文献[15]的约简

策略与算法思路，其主要追求更高互信息量。

定义3 基于决策表DT，R⊆ C称为 C的一个约简，若(1) NMIδ ( D；R )≥ NMIδ ( D；C );(2) ∀r ∈ R，

NMIδ ( D ;R-{ r } )< NMIδ ( D ;R )。
定义4 属性 a∈A,a∈ (C- A )关于A的内部、外部重要度分别为 sigin ( a,A,D )=NMIδ ( D ;A )-

NMIδ ( D ;A-{ a } )；sigout ( a,A,D )= NMIδ ( D ;A∪ { a } )- NMIδ ( D ;A )。
这里的约简追求更优的邻域互补互信息，定义 3中的两条分别描述相关的“联合充分性”与“独立必

要性”。内重要度 sigin ( a,A,D )表示在A中删除属性 a产生的关于邻域互补互信息的信息减量，而外重

要度 sigout ( a,A,D )表征在A上增加属性 a产生的信息增量，两者提供了快速约简的属性选择机制。若

NMIδ ( D ;C-{ c } )< NMIδ ( D ;C )，此时有 sigin ( c,C,D )> 0，即 c关于 C是重要的，因此可以构建 C的重

要属性子集。类似地，sigout ( a,R,D )> 0说明 a关于 R是重要的，因此可以选择最大外重要度的对应属

性加入 R以实施快速更新。下面采用这两种重要度来设计一个启发式搜索算法，以快速得到一个

约简。

算法1 基于邻域互补互信息的属性约简启发算法

输入 决策表DT、邻域半径 δ;
输出 基于邻域互补互信息的属性约简 R。

Step 1 设置 R=∅；

Step 2 ∀ci ∈ C，计算 sigin ( ci,C,D )，若 sigin ( ci,C,D )> 0，则实施更新 R← R∪ { ci }；
Step 3 计算邻域互补互信息 NMIδ ( D ;R )与 NMIδ ( D ;C )，若 NMIδ ( D ;R )≥ NMIδ ( D ;C )，则进

入第 5步，否则进入第 4步；

637



数据采集与处理 Journal of Data Acquisition and Processing Vol. 35, No. 4, 2020

Step 4 ∀a∈ (C- R )，计算 sigout ( a,R,D )，并选择外部属性重要度最大的属性 a∗，进行更新

R← R∪ { a∗ }，并进入步骤 3；
Step 5 ∀ri ∈ R，若NMIδ ( D ;R-{ ri } )≥ NMIδ ( D ;R )，则进行更新 R← R-{ ri }；
Step 6 返回 R。

算法 1优化了文献[15]的非单调算法结构，并主要采用邻域互补互信息及其属性重要度进行启发式

快速搜索。步骤 1进行初始化。步骤 2基于内重要度启发，搜索 C中所有重要属性并循环加入 R。步骤

3是 1个评估过程,若 R不满足约简第 1条，则进入步骤 4，选取最大外重要度的属性进行快速的循环更

新；(最终)满足第 1条,再利用步骤 3进入步骤 5。步骤 5循环删除冗余属性。由此，步骤 6输出结果。该

算法能够快速得到一个基于邻域互补互信息的属性约简，相关时间复杂度是可行的 [15]。

例 2 基于例 1的决策表及相关设置与计算，下面说明算法 1及其有效性。具体地，步骤 1赋值

R=∅。步骤 2计算 C种属性的内重要度

sigin ( c1,C,D )= sigin ( c3,C,D )= sigin ( c4,C,D )= sigin ( c5,C,D )= 0.040 8> 0,
sigin ( c2,C,D )=-0.183 7< 0

由此,将 { c1,c3,c4,c5 }4个重要属性循环添加到 R中，此时 R更新为 R={ c1,c3,c4,c5 }。步骤 3计算有

NMIδ ( D ;R )= 0.673 5> 0.489 8= NMIδ ( D ;C )
满足约简条件 1，故进入步骤 5。步骤 5实施反向冗余剔除。由

NMIδ ( D ;R-{ c1 } )= 0.591 8< 0.673 5,NMIδ ( D ;R-{ c3 } )= 0.795 9> 0.673 5
故 R剔除 c3,保留 c1,c4,c5。且 R更新为 R={ c1,c4,c5 }。由

NMIδ ( D ;R-{ c1 } )= 0.836 7> 0.795 9
故剔除 c1,保留 c4,c5。且 R更新为 R={ c4,c5 }。由

NMIδ ( D ;R-{ c4 } )= 0.387 8< 0.836 7,NMIδ ( D ;R-{ c5 } )= 0.224 5< 0.836 7
此时，步骤 6输出最终约简结果 R={ c4,c5 }。

4 UCI数据实验

本节实施数据实验来验证邻域互补熵、邻域互补条件熵和邻域互补互信息的粒化非单调性，以及基

于邻域互信息的启发约简算法 1。具体从UCI机器学习数据库（http://archive.ics.uci.edu/ml）选取 5类数

据集(如表 4)。首先采用最大⁃最小标准化数据预处理，仍用Manhattan距离函数，邻域半径参见表 4。

为揭示信息变化，选取自然属性增链 { c1 }⊂ { c1,c2 }⊂⋯⊂ C(设链元 { c1,⋯,ck }= ( Ak ))。针对核心

度量 NHδ ( Ak ),NHCδ ( D |Ak ),NMIδ ( D ;Ak )，表 5提供了截断于 A 13的主体信息值，图 1则进行全部数值

描绘 (其横坐标对应Ak的 k，3种度量简记为NH,NHC,NMI)。基于表 5分析，结合图 1趋势，3种度量的

表 4 5类UCI数据集描述

Table 4 Description of five categories of UCI data sets

标签

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)

数据集

Breast cancer coimbra
Breast cancer wisconsin
Indian liver patient dataset

Wine
Ionosphere

简写

BCC
BCW
ILPD
Wine
Iono

样本数

116
699
583
178
351

条件属性数

9
9
10
13
33

决策分类数

2
2
2
3
2

邻域半径

1.2
1.5
0.9
1.8
8.5
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表 5 5类数据集关于属性增链的 3种邻域互补信息值

Table 5 Three kinds of neighborhood complementary information values for attribute chaining with five cat⁃

egories of data sets

数据集

(a)
BCC

(b)
BCW

(c)
ILPD

(d)
Wine

(e)
Iono

信息度量

NHδ(A)

NHCδ(D |Ak)

NMIδ(D；Ak)

NHδ (Ak)

NHCδ(D |Ak)

NMIδ(D；Ak)

NHδ(Ak)

NHCδ(D |Ak)

NMIδ(D；Ak)

NHδ(Ak)

NHCδ(D |Ak)

NMIδ(D；Ak)

NHδ(Ak)

NHCδ(D |Ak)

NMIδ(D；Ak)

A1

0.000 0

0.494 6

0.000 0

0.000 0

0.455 0

0.000 0

0.041 0

2.805 5

0.023 5

0.000 0

0.658 3

0.000 0

0.000 0

0.460 2

0.000 0

A2

1.534 3

12.107 0

0.826 4

1.435 5

5.908 0

0.904 3

1.105 2

0.736 6

0.475 8

0.000 0

0.658 3

0.000 0

0.000 0

0.460 2

0.000 0

A3

6.540 8

31.391 5

3.327 6

26.122 0

29.606 8

18.852 5

5.293 8

5.038 6

2.260 3

0.016 7

1.951 8

0.011 6

0.000 0

0.460 2

0.000 0

A4

13.460 5

36.356 9

6.711 8

53.343 7

22.826 4

40.028 8

31.282 8

25.609 5

13.025 0

1.017 7

18.887 3

0.722 5

0.000 0

0.460 2

0.000 0

A5

17.137 2

31.843 5

8.561 1

58.154 8

15.360 3

43.516 4

62.661 5

50.815 6

25.822 4

4.047 9

50.147 7

2.726 6

0.000 0

0.460 2

0.000 0

A6

23.215 1

20.513 2

11.591 7

49.673 6

4.200 8

39.686 2

68.156 2

52.082 3

27.873 1

15.627 1

90.152 3

10.921 4

0.045 3

5.004 0

0.029 2

A7

23.692 8

12.469 5

11.858 7

54.493 3

3.166 3

45.077 9

72.056 1

54.081 1

29.349 8

31.575 9

59.780 7

23.749 8

0.445 1

21.997 8

0.275 7

A8

21.960 3

8.305 0

11.060 8

45.297 2

1.514 2

38.395 7

104.323 5

60.158 2

42.718 3

40.141 6

31.383 5

31.182 6

2.978 6

51.135 9

1.740 6

A9

17.435 9

3.846 0

8.838 0

45.654 1

1.252 7

39.046 0

106.903 4

38.666 1

44.357 3

40.002 6

18.921 6

31.289 2

9.878 8

81.805 6

5.674 1

A10

-

-

-

-

-

-

97.825 2

25.596 9

40.953 8

35.979 9

8.357 3

28.958 7

21.885 4

99.672 8

12.655 2

A11

-

-

-

-

-

-

-

-

-

31.539 5

4.293 0

25.496 6

39.153 2

99.497 7

21.506 9

A12

-

-

-

-

-

-

-

-

-

26.621 8

2.086 0

21.266 3

51.055 2

79.361 6

27.071 3

A13

-

-

-

-

-

-

-

-

-

21.152 8

0.394 8

16.821 3

56.748 3

62.754 5

29.610 1

图 1 5类UCI数据集关于属性增链的 3种邻域互补信息的非单调变化

Fig.1 Non-monotonic changes in complementary information of three neighborhoods of attribute-added chain in five
categories of UCI data sets
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粒化非单调性均非常明显，对于基于邻域互补互信

息的启发式属性约简，算法 1提供如下有效约简结

果(表 6左栏)。
本文度量与算法最相关于文献[15]，为了相关对

比，补充了文献 [15]的信息熵值及算法的数据实验,
仍然基于表 4的 5类数据集。基于相关实验结果,文
献[15]基于属性增链的 3种度量值结果与表 5的差距

不大,对应的非单调图与图 1也类似，故两者都省略。

文献[15]算法所得约简结果放入表 6右栏，其与本文

算法 1的结果(表 6左栏)具有较明显的差异性；此外，

文献[15]算法的实验处理比算法 1需要更多的时间。综上实验结果对比可见，两套信息度量值具有一定

的相似性，但启发的约简结果具有差异性，如表 5(a)中 { c1,c2,c6,c9 }≠{ c1,c2,c3,c9 }等，这种相关性与差异性

来源于两者的度量机制。基于相关分析,两套度量具有相同的外部“叠加求和”，在这种多信息融合情况

下，内部的 p ( 1- p )与-logp2不能导致宏观显著性的值差异。但是这两种度量的微观差异在算法中会发

生作用,从而致使启发属性的选择与顺序，即两种度量具有不同的约简启发性，故两者算法结果有所不

同。此外，本文算法 1对文献[15]算法的反向冗余剔除模块进行了结构改进，此实验中自然具有更高效率。

5 结束语

基于解析式模拟与粒替换，本文将经典粗糙集的经典互补信息度量推广到邻域粗糙集的邻域互补

信息度量，得到了相似的系统体系 (其中 H ( D )被 NHδ ( D ) A所替代)，并将粒化单调性拓展为粒化非单

调性，同时还得到了关于退化与双界等性质。基于邻域互补互信息及其粒化非单调性，提出属性约简

及其启发式算法。最后，相关实例与实验都验证了研究结果的有效性。邻域互补信息度量及其属性约

简还值得深入研究与应用，例如可以构建基于邻域互补(条件)熵的属性约简进行系统研究与应用。
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