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基于协方差矩阵重构的稳健自适应波束形成算法综述
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摘 要：Capon波束形成器作为理论上最优的波束形成器具有良好的干扰抑制能力。然而 Capon波束

形成器对于模型失配误差非常敏感，尤其是针对协方差矩阵和期望信号导向矢量误差，波束形成器的

性能会严重下降，这大大降低了波束形成器的稳健性。目前，一系列基于协方差矩阵重构的稳健自适

应波束形成算法被提出，这些算法核心思想都是利用 Capon功率谱一定的角度范围内积分来重构出协

方差矩阵。本文首先介绍了波束形成的信号模型，然后在 Capon波束形成器的基础上，介绍了 4种基于

协方差矩阵重构的稳健自适应波束形成技术，最后对未来波束形成技术的研究热点进行了展望。
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Abstract：The Capon beamformer，known as the optimal beamformer in suitable case，has the remarkable
interferences suppression capability. However，the Capon beamformer is highly sensitive to the model
mismatches. Especially when the covariance matrix and desired signal steering vector errors are existed，
the performance of beamformer would degrade dramatically，which greatly reduces the robustness of the
beamformer. Nowadays，a number of robust adaptive beamforming（RAB） algorithms based on the
covariance matrix reconstruction have been proposed. The main idea of these algorithms utilizes the Capon
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引 言

自适应波束形成 (Adaptive beamforming)是阵列信号处理的一个重要分支，其广泛用于雷达、声呐、

通信、探测、语音信号处理以及医学工程等领域 [1⁃4]。自适应波束形成本质上是一种空域滤波技术，它基

于一定的准则来设计获得波束形成器的权矢量，使得波束主瓣对准期望信号方向，同时最大可能地抑

制其他方向的干扰信号和背景噪声。当阵列结构和接收数据的协方差矩阵准确已知时，Capon波束形

成器被证明理论最优 [5]。然而当存在模型失配误差时，例如方向误差、传感器位置误差、幅相误差等，这

些将会导致 Capon波束形成器的性能严重下降。此外在实际应用中，接收信号的理论协方差矩阵未知，

一般使用样本协方差矩阵代替，当样本快拍数较小时，也会导致波束形成器的性能下降。Capon波束形

成器可以保证对期望信号方向的无失真接收前提下最小化输出功率，因此 Capon波束形成器与MVDR
(Minimum variance distortionless response)波束形成器等价 [6]。针对于非理想情况下的自适应波束形成

算法性能下降问题，一系列稳健自适应波束形成算法相继被提出。这包括对角加载 (Diagonal loading,
DL)算法 [7⁃11]、特征子空间 (Eigenspace)算法 [12⁃15]、不确定集算法 (Uncertainty set,US)算法 [16⁃18]、最差情况

性能最优 (Worst⁃case performance optimization, WPO)算法 [19⁃20]和协方差矩阵重构算法 (Covariance ma⁃
trix reconstruction, CMR)算法等 [21⁃29]。对角加载算法是在样本协方差矩阵上加上一个对角阵，可以认

为是通过增加噪声功率来提高波束形成器的稳健性；但是合适的对角加载量很难选择，加载参数过小

时对性能改善很小，加载量过大时会减弱对干扰信号的抑制。特征子空间算法通过对样本协方差矩阵

进行特征分解来划分出不同的信号子空间，其中大特征值对应的特征矢量张成的空间认为是期望信号

加干扰子空间，小特征值对应的特征矢量张成的空间认为是噪声子空间。而期望信号加干扰子空间也

是由期望信号的导向矢量和干扰的导向矢量所张成的空间，故真实的期望信号导向矢量一定落在期望

信号加干扰子空间内。所以可以将存在误差的期望信号导向矢量向期望信号加干扰子空间内进行投

影来消除误差，从而提高波束形成器的稳健性。但是在低信噪比条件下，样本协方差矩阵的特征值大

小非常接近，很难准确地区分出期望信号加干扰子空间和噪声子空间。不确定集算法主要是根据凸优

化理论将期望信号导向矢量约束在一个可能的空间范围内来建立不确定集模型，通过优化算法在不确

定集中找到真实的期望信号导向矢量。但是由于不确定集的大小很难选择，此类算法在各种误差条件

下只能保证一定的稳健性。最差情况性能最优算法可以被认为是一类特殊的不确定集算法，它通过对

不确定集中所有可能的导向矢量进行无失真响应约束，保证对期望信号的无失真接收同时最小化输出

功率，进一步改善了波束形成器的稳健性。

在经过对稳健自适应波束形成算法的深入研究之后发现，影响波束形成器的性能的最大原因在于

样本协方差矩阵中包含有期望信号成分。根据 Capon波束形成器和MVDR波束形成器的对权矢量是

等价的，可以通过重构干扰加噪声协方差矩阵来改善波束形成器的稳健性。文献[21]首先提出利用 Ca⁃
pon功率谱在非期望信号角度区域内积分来重构出干扰加噪声协方差矩阵。重构出的协方差矩阵可以

保证没有包含期望信号成分，同时利用重构出的协方差矩阵对期望信号导向矢量进行约束优化，该算

法有效地提升了波束形成器的性能。文献 [21]中的积分重构算法可以理解为是一种线性积分，它通过

线性积分来消除阵列导向矢量的方向误差。在此基础上，文献 [22]提出了一种体积分的协方差矩阵重

构算法，该算法将阵列存在的误差约束在一个空间不确定集内同时确保所有的干扰导向矢量都落在该

不确定集内，然后再利用 Capon功率谱在干扰角度范围内积分，重构出干扰协方差矩阵。文献[22]相比

于文献 [21]将积分形式由线性积分扩展到体积积分，不仅消除了方向误差、还消除了幅相误差，但是在

改善算法性能的同时增加了算法复杂度。文献 [23]利用文献 [24]中的方法从两个子空间矩阵中重构出

期望信号协方差矩阵，从而获得期望信号的导向矢量。文献 [25]利用阵列导向矢量的选择属性来采样
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出样本协方差矩阵中的信号功率来重构出干扰加噪声协方差矩阵。文献[26]将互素阵分解成两个子阵

列来重构出噪声协方差矩阵。文献 [27]提出了基于干扰导向矢量和功率估计的协方差矩阵重构算法，

该算法首先利用 Capon功率谱进行谱峰搜所来获得所有信号的导向矢量，然后利用文献[9]的算法对搜

索出的导向矢量进行优化；接着再利用导向矢量之间的近似正交性来估计出干扰的功率从而重构出干

扰协方差矩阵，该算法重构出的干扰协方差矩阵与理论上的干扰协方差矩阵有相同的表达形式，进一

步消除了重构带来的误差、提升了算法的性能。文献 [28]提出了基于残留噪声功率消除和干扰功率估

计的协方差矩阵重构算法，它首先分析了 Capon功率的表达式，发现在每一个谱峰处功率值是期望信号

功率和残留噪声功率的叠加，在非信号角度区域内 Capon功率谱代表的是残留噪声功率。接着该算法

分析了残留噪声功率和实际噪声功率的关系，在消除残留噪声功率后估计出期望信号导向矢量和相应

的子空间，然后利用子空间投影来估计出干扰信号的功率，最终重构出干扰加噪声协方差矩阵。文献

[29]利用已知的阵列结构构造出投影矩阵，对接收到的数据快拍进行投影来重构出干扰协方差矩阵。

本文介绍了波束形成的信号模型及相关基础，对基于协方差矩阵重构的波束形成算法进行综述并

总结。最后对波束形成的下一步研究方向进行了展望。

1 信号模型

考虑一个由M个全向阵元组成的均匀线性阵列，阵元间距为 d。假设空间中有 L个远场窄带信号

sl ( t ), l= 0,1,⋯,L- 1入射到该阵列，其中只有一个期望信号 s0 ( t )，其余 L- 1个信号均为干扰，所有

信号之间互不相关。背景噪声为高斯白噪声，信号与噪声之间也互不相关。在 t时刻阵列接收数据 x可

以表示为

x ( t )= x s ( t )+ x i ( t )+ n ( t ) (1)

式 中 ：x s ( t )= s0 ( t ) a0 为 期 望 信 号 成 分 ；x i ( t )= ∑
l= 1

L- 1

sl ( t ) a l 为 干 扰 信 号 成 分 ；n ( t )=

[ n0 ( t ),n1 ( t ) 1,⋯,nM- 1 ( t ) ]T ∈ C   M × 1 为 相 互 独 立 、功 率 同 为 σ 2n 的 零 均 值 平 稳 噪 声 ；其 中 a ( θ )=

[ 1,e-j2π
d
λ
sinθ,⋯,e-j2π(N- 1)

d
λ
sinθ ]T ∈   CM × 1为阵列导向矢量，( ⋅ )T代表转置，λ为信号波长，θ为信号入射方

向。波束形成器的输出为各个阵元接收到的信号加权求和

y ( t )= wH x ( t ) (2)
式中：w=[ w 0,w 1,⋯,wM- 1]T为波束形成器的权矢量；( ⋅ )H代表转置共轭转置。Capon波束形成器的权

矢量在保证期望信号无失真接收同时最小化阵列输出功率的条件下求得

min
w

wH Rw s.t. wHa0 = 1 (3)

根据拉格朗日乘子法可求得wCapon =
R-1a0
aH0 R-1a0

,其中 R是阵列接收到的信号协方差矩阵

R= E {x ( t ) xH ( t ) } = R s+ R i+ n= σ 20 a0aH0 + ∑
l= 1

L- 1

σ 2l a laHl + σ 2n I (4)

式中：σ 2l = E{| sl ( t )2 |}为信号功率；R i+ n= ∑
l= 1

L- 1

σ 2l a laHl + σ 2n I为干扰加噪声协方差矩阵。文献 [6]证明

Capon波束形成器的权矢量等价于MVDR波束形成器的权矢量

wMVDR =
R-1
i+ na0

aH0 R-1
i+ na0

(5)

然而在实际中，不论是 R i+ n还是 R以及理论上的期望信号导向矢量均难以获得，故采用样本协方

差矩阵 R̂和名义导向矢量 ā0进行代替
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w= R̂-1 ā0
āH0 R̂-1 ā0

(6)

式中：R̂= 1
K ∑t= 1

K

x ( t ) xH ( t )，K是采样数。

2 基于协方差矩阵重构的稳健自适应波束形成算法

2. 1 基于线性积分的协方差矩阵重构算法

根据文献[30]，Capon功率谱表示为

P ( θ )= 1
aH ( θ ) R-1a ( θ ) (7)

由于使用样本协方差矩阵和名义导向矢量代替理想的信号协方差矩阵和准确的期望信号导向矢

量，式（7）改写为

P̂ ( θ )= 1
āH ( θ ) R̂-1 ā ( θ )

(8)

文献 [21]首先提出：使用 Capon 功率谱在期望信号角度区域内积分重构出干扰加噪声协方差矩

阵，即

R̂ i+ n= ∫
Θ̄
P̂ ( θ ) ā ( θ ) āH ( θ ) dθ= ∫

Θ̄

ā ( θ ) āH ( θ )
āH ( θ ) R̂-1 ā ( θ )

dθ (9)

式中：Θ̄代表非期望信号角度区域，Θ为期望信号角度区域，Θ ∪ Θ̄为整个空间区域。因此 R̂ i+ n收集了

所有不包含期望信号的干扰信号和噪声信息。式 (9)表示的是一个线性积分，它可以有效地消除阵列导

向矢量存在的角度误差。根据重构出的干扰加噪声协方差矩阵 R̂ i+ n，文献 [21]对期望信号导向矢量提

出如下约束条件

min
e
( ā0 + e )H R̂-1

i+ n ( ā0 + e ) 

s.t. ( ā0 + e )H R̂-1
i+ n ( ā0 + e ) < āH0 R̂-1

i+ n ā0
(10)

上述约束可理解为防止修正后的导向矢量 ā0 + e收敛到干扰信号的角度区域内，其中 e= â0 - ā0

是失配误差，â0是待估计的期望信号导向矢量。根据矢量分解的性质，失配误差 e可分解为两个相互正

交的分量 e∥和 e⊥，其中 e∥是平行于 ā0的分量、e⊥是垂直于 ā0的分量。并且平行分量 e∥不会影响期望

信号导向矢量的修正以及波束形成器的输出信噪比，因此只需求解出垂直分量 e⊥，故上述优化问题可

改写为

min
e
( ā0 + e⊥ )H R̂-1

i+ n ( ā0 + e⊥ ) 
s.t. ā0 e⊥ = 0

  ( ā0 + e⊥ )H R̂-1
i+ n ( ā0 + e⊥ ) < āH0 R̂-1

i+ n ā0

(11)

该优化问题是一个二次约束二次规划问题，可以通过凸优化工具包进行求解 [31]，故得到修正后的

期望信号导向矢量

â0 = ā0 + e⊥ (12)
结合通过线性积分重构得到的干扰加噪声协方差矩阵，可获得波束形成器的权矢量

ŵ= R̂-1
i+ n â0

âH0 R̂-1
i+ n â0

(13)

965



数据采集与处理 Journal of Data Acquisition and Processing Vol. 34, No. 6, 2019

2. 2 基于体积分的协方差矩阵重构算法

文献 [22]指出，入射信号在整个空间范围内来说是稀疏的，因此积分区域 Θ̄越大，会造成收集到的

冗余信息越多，可利用测向算法分辨出只含有干扰信号的角度范围 Θ int，阵列的导向矢量不仅仅存在方

向误差，还存在其他形式的误差。将干扰区域内的导向矢量约束在一个不确定集内，可有效地包括其

他形式的误差

Sa ( θ )= {a |||  ā ( )θ - a
2
≤ ε} (14)

式中 ε为常数，为了使得每一个干扰的导向矢量都能被约束在一个同样大小的球形不确定集中，ε应满

足以下不等式

ε ≥ max
q= 1,2,⋯,Q- 1

min
θ ∈ Θ int

 ā ( )θ - aq 2
(15)

所有这样的球形不确定集可以合并成为一个大的圆环形不确定集

Sa ( θ ∈ Θ int )= {a |||  ā ( )θ - a
2
≤ ε, θ ∈ Θ int} (16)

由于真实的干扰导向矢量一定位于不确定集 Sa ( θ ∈ Θ int )中，一个直观的估计干扰协方差矩阵的方

法是在整个不确定集 Sa ( θ ∈ Θ int )上对 Capon功率谱进行积分运算，即

R̂ int = ∫
Sa ( )θ ∈ Θ int

a ( θ ) aH ( θ )
aH ( θ ) R̂-1a ( θ )

dν (17)

式中 dν表示 Sa ( θ ∈ Θ int )上的积分单元。然而，积分区域中含有许多共线的导向矢量，因此上述积分中

含有太多的冗余信，故将式(17)的积分简化为

R̂ int ≈
1
2 ∫Θ int ∫∂Sa ( )θ

aaH

aH R̂-1a
dσdθ= 1

2 ∫Θ int r ( )θ dθ (18)

式中 ∂Sa (θ) = {a |||  ā ( )θ - a
2
= ε}表示不确定集 Sa (θ)的表面，dσ表示积分单元，由于圆环不确定集

的表面存在两个共线的矢量元素，为避免重复计算，式（18）中存在系数 1 2。r (θ)可以看做是 R̂ int的一

个矩阵切片

r (θ) = ∫∂Sa ( )θ
aaH

aH R̂-1a
dσ (19)

对于某一任意角度 θi ∈ Θ int，式(19)中 r (θ)的积分可以通过离散取点求和求解

r ( θi )≈ ∑
n= 1

N a inaHin
aHin R̂-1a in

(20)

式中：N为 ∂Sa (θ)上的采样点数, a in ∈ ∂Sa ( θi )为以 ā ( θi )为球心、ε为半径的球面采样点。故式 (18)可简

化为

R̂ int ≈
1
2 r ( θi )≈

1
2 ∑i= 1

I

∑
n= 1

N a inaHin
aHin R̂-1a in

(21)

式中 I表示角度区域Θ int上的采样点数。对于噪声协方差矩阵，可认为样本协方差矩阵特征分解后获得

的最小特征值即为噪声功率 σ̂ 2n，那么重构出的干扰加噪声协方差矩阵可表示为

R int = R̂ int + σ̂ 2n I (22)

可以发现，当 ε= 0时，圆环收敛于一条 ā (θ)所对应的空间曲线，此时 R̂ int与 R̂ i+ n是相等的。因此该

算法可以看做是文献[21]所提算法的推广。接着利用重构后的干扰加噪声协方差矩阵 R
⌢
int修正期望信
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号的导向矢量,主要思想与文献[21]类似，即

min
e
( ā0 + e⊥ )H R̂-1 ( ā0 + e⊥ ) 

s.t. ā0 e⊥ = 0
  ( ā0 + e⊥ )H


R
-1
i+ n ( ā0 + e⊥ ) < āH0


R
-1
i+ n ā0

(23)

上述优化问题可以通过凸优化工具包进行求解，得到修正后的期望信号导向矢量 ȃ0 = ā0 + e⊥，最

后得到波束形成器的权矢量


w =


R
-1
i+ n a

⌢
0

ȃH0

R
-1
i+ n ȃ0

(24)

2. 3 基于干扰导向矢量和功率估计的协方差矩阵重构算法

文献[27]提出了一种基于干扰导向矢量和功率估计的协方差矩阵重构算法。利用 Capon功率谱在

整个空间内的功率分布，进行谱峰搜所便可以获得干扰的入射角度。假设通过搜索获得到的角度分别

为{θ̄1, θ̄2, ⋯, θ̄Q},Q为搜索到的干扰信号的峰值个数。再根据已知的阵列结构信息，便可以获得相应

的干扰导向矢量{a ( θ̄1 ), a ( θ̄2 ), ⋯, a ( θ̄Q )}= {ā1, ā2, ⋯, āQ }。很显然，由于阵列结构存在误差、这些估

计的干扰信号的导向矢量是不准确的，为了消除存在的误差，可以借鉴文献 [9]中提出的方法。将这些

估计的干扰信号导向矢量都约束在一个不确定集内，通过如下约束条件进行优化

min aH R̂-1
i+ na 

s.t.  a- ā i
2 ≤ δ

(25)

式中 δ为常数，代表不确定集的大小。上述优化问题的解可以写为

ă i= ā i-( I- μR̂ )-1 ā i 1 ≤ i ≤ Q (26)

式中 μ为拉格朗日乘数，可以通过等式  ( I+ μR̂ )-1 ā i
2
= δ获得。在估计出准确的干扰导向矢量后，

还需要估计每个干扰的功率来重构出干扰协方差矩阵。根据式(4)可以获得

R= E {x ( t ) xH ( t ) } = σ 20 a0aH0 + ∑
l= 1

L- 1

σ 2l a laHl + σ 2n I= R s+ i+ σ 2n I (27)

式中 R s+ i= R- σ 2n I= ∑
l= 0

L- 1

σ 2l a laHl 为期望信号加干扰协方差矩阵，将 R s+ i左右两边分别乘以 aHj 和 a j，可

获得

aHj R s+ ia j= aHj ( ∑
l= 0

L- 1

σ 2l a laHl ) a j (28)

式中：a j和 a l代表从不同方向入射信号的导向矢量，并且当 a j和 a l代表的入射方向相距很远时，可认为

他们是相互正交的，即：aHj a l= 0, j≠ l，或者近似正交，即：aHj a l ≪ aHj a j, j≠ l，所以式 (28)等号右边仅

存在 σ 2l aHl a laHl a l，其余项可以被忽略，式(28)即变为

aHl R s+ ia l= σ 2l aHl a laHl a l (29)
因此,可以计算出第 l个干扰的功率

σ 2l =
aHl R s+ ia l

|| aHl a l
2 (30)

将式 (26)中估计出的干扰信号导向矢量代入式（30），并且将 R s+ i近似为 R
⌣

s+ i= R̂- σ̂ 2n I，最终干扰

的功率估计为
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σ̆ 2l =
ăHl R̆ s+ i ă l

|| ăHl ă l
2 (31)

在估计出干扰导向矢量和功率后，便可重构出干扰加噪声协方差矩阵

R̆ i+ n= ∑
l= 1

L

σ̆ 2l ă l ăHl + σ̂ 2n I (32)

文献 [27]中关于期望导向矢量的估计方法也有别于文献 [21,22]。根据已知的阵列结构，可以获得

协方差矩阵 C= ∫Θ ā ( θ ) āH ( θ ) dθ,U为 C的小特征值张成的子空间。显然，真实的期望信号导向矢量

ā0 + e是与空间U相互正交的,或者 ā0 + e属于 I- UU H张成的子空间。根据这个性质，可以对期望信

号导向矢量设置如下约束

min
e
( ā0 + e⊥ )H R̂-1 ( ā0 + e⊥ ) 

s.t. ā0 e⊥ = 0
  ( ā0 + e⊥ )HUU H ( ā0 + e⊥ ) ≤ 0

(33)

上述优化问题可以通过凸优化工具包进行求解，在获得估计后的期望信号导向矢量 ă0 = ā0 + e⊥

后，结合式(32)重构的干扰加噪声协方差矩阵 R
⌣

i+ n，可获得波束形成的权矢量

w̆= R̆-1
i+ n ă0

ăH0 R̆-1
i+ n ă0

(34)

2. 4 基于残留噪声消除和干扰功率估计的协方差矩阵重构算法

文献 [28]提出 Capon功率谱的功率分布中有残留噪声存在。假如只有一个信号从角度 θi1入射、功

率为 σ 2，那么协方差矩阵为 R= σ 2a ( θi1 ) aH ( θi1 )+ σ 2n I,代入式(7)得

P ( θ )= 1
aH ( θ ) ( σ 2a ( θi1 ) aH ( θi1 )+ σ 2n I )-1a ( θ )

(35)

当 θ= θi1时，式（35）变为

P ( θi1 )=
1

aH ( θi1 ) ( σ 2a ( θi1 ) aH ( θi1 )+ σ 2n I )-1a ( θi1 )
= σ 2n
M
+ σ 2 (36)

式 (36)表示，在每个谱峰处，其代表的功率值是入射的信号功率和残留的噪声功率之和，并且残留

噪声的功率为实际噪声功率的 1 M。残留噪声的存在还可以从另外一个角度进行证明。假设只有高

斯白噪声存在，没有入射信号，那么协方差矩阵变为 R= σ 2n I，代入式(7)，可得

P ( θ )= 1
aH ( θ ) ( σ 2n I )-1a ( θ )

= σ 2n
M

(37)

式 (37)证明残留噪声存在于整个空间内，因此可以推断，在每个信号谱峰处，其功率值都是入射的

信号功率和残留噪声功率之和。残留噪声功率可以利用 Capon功率谱在非信号区域进行估计

σ̄ 2n =
1
T ∑t= 1

T 1
āH ( θt ) R̂-1 ā ( θt )

θt ∈ Θn (38)

式中：Θn为非信号角度区域；θt是在 Θn的采样点；T为采样点个数。根据式 (36，37)，可获得实际的噪声

功率和噪声协方差矩阵
~σ
2
n =Mσ̄ 2n
~
R n =

~σ
2
n I

(39)
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为了得到准确的期望信号导向矢量，文献[28]在消除残留噪声成分后重构期望信号协方差矩阵，其

最大特征值对应的特征矢量可认为是期望信号导向矢量。与之前的重构方法不同
~
R s = ∫Θ ( P̂ ( θ )- σ̄ 2n ) ā ( θ ) āH ( θ ) dθ=

∫Θ ( 1
āH ( θ ) R̂-1 ā ( θ )

- σ̄ 2n ) ā ( θ ) āH ( θ ) dθ=

∫Θ ( 1
āH ( θ ) R̂-1 ā ( θ )

ā ( θ ) āH ( θ ) dθ- ∫Θ σ̄ 2n ā ( θ ) āH ( θ ) dθ
(40)

式中：P̂ ( θ )- σ̄ 2n 代表了准确的信号功率谱分布，它应该是一个正数，因此在Θ内只选择大于零的部分而

忽略小于等于零的部分。α1 ≥ α2 ≥ ⋯ ≥ αM是
~
R s的M个从大到小的顺序排列特征值，对应的特征矢

量为 B=[ b1, b2, ⋯, bM ] =[ B 1, B 2 ]，故期望信号导向矢量可以估计为
~
a 0 = M b1 (41)

B 1代表着前 J个大特征值代表的特征矢量，显然
~
a 0是在 B 1张成的子空间内，并且与 I- B 1BH1 张成

的子空间正交。因此对每一次接收到的数据快拍 x ( t )，可利用 I- B 1BH1 构造投影矩阵来消除期望信号

成分
~
x ( t )= P H x ( t )=

P H ( x s ( t )+ x i ( t )+ n ( t ) ) ≈
P H ( x i ( t )+ n ( t ) )

(42)

式中 P= P H = I- B 1BH1 ,对投影后的数据快拍计算其协方差矩阵

~
R = 1

K ∑t= 1
K ~
x ( t ) ~x

H
( t )=

P H
1
K ∑t= 1

K

x ( t ) xH ( t ) P=

P H R̂P

(43)

可以发现 P为 B 1子空间的投影补矩阵，所以其不会改变导向矢量的模值大小。故可将 P H
~
R i P近

似为
~
R i，结合式(42,43),可得到

P H R̂P ≈ P H
1
K ∑t= 1

K

( x i ( t )+ n ( t ) ) ( x i ( t )+ n ( t ) )H P ≈

P H R̄ i P+
~σ
2
n P H P ≈

R̄ i+
~σ
2
n P H P

(44)

根据式(44)干扰协方差矩阵 R̄ i ≈ P H R̂P -~σ
2
n P H P。显然 R̄ i是不准确的，因为式(42)的近似会导致

误差，但 R̄ i中包含的最主要的信息还是干扰信号。根据理想的干扰协方差矩阵的表达式

R i= ∑
l= 1

L- 1

σ 2l a laHl = A iΛ iAH
i (45)

式中：A i=[ a1,a2,⋯,aL- 1] ∈ C  M ×(L- 1)，Λ i= diag {σ 21,σ 22,⋯,σ 2L- 1}为对角阵，在 R i 左右两边分别乘以

( AH
i A i )-1AH

i 和A i ( AH
i A i )-1，可得

Λ i=( AH
i A i )-1AH

i R iA i ( AH
i A i )-1 (46)

式（46）可以理解为，当获得干扰的导向矢量以及干扰协方差矩阵时，便可以求得干扰的功率。将

A i用 Capon功率谱所到的谱峰对应的导向矢量 Ā i = [ā1, ā2, ⋯, āL- 1]代替 [27]、R i用式(44)中的 R̄ i替代，
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可得
~
Λ i=( ĀH

i Ā i )-1 ĀH
i ( P H R̂P-

~σ
2
n P H P ) Ā i ( ĀH

i Ā i )-1 (47)
式中

~
Λ i可能不是对角阵，但其对角线上的元素为估计的干扰功率，根据干扰协方差矩阵表达形式以及

噪声协方差矩阵，可以重构出干扰加噪声协方差矩阵
~
R i+ n= Ā i

~
Λ i ĀH

i +
~σ
2
n I (48)

将估计出的期望信号导向矢量
~
a 0和重构的干扰加噪声协方差矩阵

~
R i+ n代入式 (5)，可得到波束形

成器的权矢量

~
w =

~
R
-1
i+ n

~
a 0

~
a
H
0
~
R
-1
i+ n

~
a 0

(49)

3 仿真实验与结果

为了验证算法的有效性和稳健性，对文献[21,22,28]中的算法进行仿真分析。在实验仿真部分，考

虑一个由M= 10个全向阵元组成的均匀线阵，阵元之间的间距是 d= λ 2，噪声为零均值的加性高斯

白噪声。空间中存在两个来自 θ1 = -30°和 θ2 = 40°干扰信号源，干噪比为 30 dB，同时期望信号位于

θs=-5°。假设存在-3°的估计误差，即相应的估计的角度分别为：θ̄ s =-5°，θ1 = -33°和 θ2 = 37°。
其中，期望信号的角度范围被认为是Θs=[ θ̄ s- 8°,θ̄ s + 8° ]，干扰的角度范围是Θ 1 =[ θ̄1 - 8°,θ̄1 + 8° ]，
Θ 2 =[ θ̄2 - 8°,θ̄2 + 8° ]，Θi= Θ 1 ∪ Θ 2。期望信号、干扰信号、噪声之间均互不相关。当比较自适应波束

形成算法的性能与快拍数之间的关系时，信噪比固定在 20 dB；当比较平均输出信干噪比与输入信噪比

之间的关系时，快拍数固定为 20。在给定条件下，所有的实验结果均由 100次蒙特卡洛实验平均所得。

在仿真实验中，将特征子空间 (Eigenspace)算法 [15]、最差情况性能最优 (Worst⁃case performance optimiza⁃
tion, WPO)算法 [19]、基于功率谱采样 (Spatial power spectrum sampling, SPSS)的协方差矩阵重构算法 [25]

作为对比算法。

在文献[15]中，参数 ρ设置为 ρ= 0.9；文献[19]中的不确定集设置为 ε= 0.3M；文献[25]中 α0 = 0°并
且 δ= arcsin (M/2 )。文献[22]中 ε设置为 ε= 0.1；文献[28]中N被设为N= 3。

3. 1 方向误差条件下的自适应波束形成算法性能分析

在蒙特卡洛实验中，假设期望信号和干扰信号的波达方向误差服从 [ -4°,4° ]上的均匀分布。图 1
比较了各个波束形成器的输出信干噪比随输入信噪比变化的曲线，可以看出文献 [28]中的算法不管是

在低输入信噪比还是在高输入信噪比的情况下，都能取得最高的输出信干噪比。图 2则给出了阵列快

拍数对波束形成器输出信干噪比的影响，可以看出去快拍数的变化对各个算法的输出信干噪比没有太

大的影响，其中文献[22]和文献[28]之间性能差距很小。

3. 2 幅相误差条件下的自适应波束形成算法性能分析

在本实验中，假设均匀线阵中的每个阵元的幅度和相位均存在一定的误差，并且分别服从

N (1,0.12)和 N ( 0,( )0.025π 2 )的高斯分布，而且在每次蒙特卡洛实验中对每个快拍来说是恒定不变的。

图 3中的曲线表示了所提算法与各种对比算法的输出信干噪比与输入信噪比之间的关系曲线，可以看

出在低信噪比的条件下，文献 [15,19]中的算法比文献 [21,22,25,28]的算法获得更高的输出信干噪比；

而在高信噪比的条件下，文献[21,22,25,28]算法可以获得更好的性能。图 4给出了各个算法的输出信

干噪比与快拍数之间的变化曲线，进一步体现了文献[21,22, 28]中所提算法的优越性，然而相比于理论

上最优的输出信干噪比，仍存在一定的差距。
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4 结束语

本文主要对 4种基于协方差矩阵重构的稳健自适应波束形成算法进行综述。前两种基于线性积分

和基于体积积分的协方差矩阵重构可认为是同一类算法。基于线性积分的协方差矩阵重构算法首先

提出在非期望信号角度区域内利用 Capon功率谱积分重构出干扰加噪声协方差矩阵；基于体积分的协

方差矩阵重构算法将导向矢量约束在一个空间圆环内，然后在干扰角度区域内利用 Capon功率谱积分

重构出干扰协方差矩阵，将导向矢量存在的误差推广至更加一般的模型；当约束的空间圆环为零时，基

于体积分的协方差矩阵重构和基于线积分的协方差矩阵重构为同一个算法。接着本文介绍了基于干

扰导向矢量和功率估计的协方差矩阵重构算法，该算法利用 Capon功率谱进行谱峰搜索得到干扰导向

矢量，并通过优化来消除误差，然后利用导向矢量的近似正交性质来估计干扰功率，最后重构出干扰协

图 1 角度误差情况下输出信干噪比相对于输入信

干噪比的变化

Fig.1 Output SINR versus the input SNR in case
of look direction error

图 2 角度误差情况下输出信干噪比相对于快拍数

的变化

Fig.2 Output SINR versus the number of snapshots
in case of look direction error

图 3 幅相误差情况下输出信干噪比相对于输入信

干噪比的变化

Fig.3 Output SINR versus the input SNR in case of
amplitude and phase perturbations

图 4 幅相误差情况下输出信干噪比相对于快拍数

的变化

Fig.4 Output SINR versus the number of snapshots
in case of amplitude and phase perturbations
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方差矩阵。最后本文介绍了基于残留噪声消除和干扰功率估计的协方差矩阵重构算法，该算法首先证

明 Capon功率谱中包含有残留噪声，接着分析其数值变化；然后在消除残留噪声的影响后重构期望信号

协方差矩阵来获得期望信号导向矢量；最后通过对数据快拍投影获得干扰功率来重构出干扰协方差矩

阵。后两种算法可认为是一类算法，它们根据干扰加噪声协方差矩阵的理论形式进行重构，进一步提

高了算法的性能。

波束形成作为阵列信号处理领域的一个重要分支，经过了几十年的研究，现如今已经取得了非常

显著的成果。近年来稳健性更是成为波束形成中的研究热点，本文介绍的 4种基于协方差矩阵重构的

自适应波束形算法均能在误差情况下取的较好的性能。尽管如此，依然存在一些问题值得进一步研究:
(1)目前大部分的波束算法都是针对均匀线阵下的远场窄带信号。然而在实际应用中，阵列接收宽带近

场信号的场景越来越多。针对宽带信号，尤其是针对语音信号，此类算法是能还能适用。 (2)本文介绍

的 4种算法中采用的都是均匀线阵，对于非均匀线阵、圆阵或者是矩形阵，能否将这些算法与阵列的特

点相结合，提出更加一般性的稳健自适应波束形成算法。 (3)总体来说基于积分重构协方差矩阵的算法

均具有较高的计算复杂度，针对大规模天线阵列，很难应用于实际的系统。 (4)当期望信号和干扰之间

非常靠近时，此类算法是否还能够有效地将干扰抑制并保留期望信号。
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