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极速非线性判别分析网络
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摘
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要!由于线性判别分析仅是线性方法!难以有效应对非线性问题!而对其非线性化是解决这一问题

的关键途径"非线性化判别方法主要包括神经网络和核化方法"神经网络判别分析方法虽然继承了神

经网络所具有的自适应#分布存储#并行处理和非线性映射等优点!但也遗传了其训练速度慢且易陷入

局部最小值缺点$而核线性判别分析方法虽能获得全局最优解析解!但因受制于隐节点数目%等于样本

个数&!当数据规模大时!计算成本变大"本文受随机映射启发!对神经网络判别分析方法进行极速化改

造!实现了一种极速非线性判别分析方法!兼具神经网络的自适应性和全局最优解的快速性"最后在

T+!

真实数据集上的实验表明!极速非线性判别分析方法具有更优的分类性能"

关键词'线性判别分析$神经网络$核判别分析$极速化
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线性判别分析$

X<4@53><=:3<O<45485456

E

=<=

!

X-9

%是一种流行的有监督数据降维和可视化工具!广

泛用于模式识别和机器学习等各个领域(

$'F

)

&它最大化类间散度的同时最小化类内散度!提取数据特征!

将高维投影到
F

#

)

维即获得可视化!能更直观理解和探索潜在的数据结构(

)

)

!有利于其后续的分类算

法获得更好的泛化性能'判别分析可分为线性型和非线性型两大类!上述提及的
X-9

(

&

)是线性型的代

表之一!而传统的非线性判别方法主要包括神经网络和核方法!如核
X-9

$

]@34@66<4@53><=:3<O<45485

'

456

E

=<=

!

]X-9

%

(

K

)

!流形判别分析(

I

)

!$深度%神经网络(

*'G

)和深度判别分析(

(

)等'其中
]X-9

采用核函数

将输入样本映射到高维特征空间!而后利用
X-9

进行线性分类'而神经网络$

#@23564@8Y13[

!

##

%则

通过多层结构的非线性变换将输入映射到输出空间以实现非线性判别'尽管
##

缺乏核方法那样的简

洁表示方式!但
##

所具有的分布并行特点和其对连续函数的万能逼近性使其获得了广泛应用'事实

上!基于
##

的判别分析可追溯到
$((K

年
D51

和
05<4

的先驱性工作(

$%

)

!即神经网络判别分析方法

$

#@23564@8Y13[=><=:3<O<45485456

E

=<=

!

##-9

%!该工作促发了众多非线性化分类和可视化研究'目前

该文被引数已超
IG%

次!并在
$((I

年获得了
!...P##

期刊年度最佳论文奖(

$$

)

'然而!与其他多层前

向网络训练类似!

##-9

存在优化收敛速度慢*易陷入局部最小*且因网络结构复杂易导致过拟合等问

题'

$(((

年由
":N16[1

H

78

等人(

$F

)提出的
]X-9

!利用核技巧避免了
##-9

复杂的优化'相对
##-9

!

其判别投影仅需通过求解一广义特征值方程即可获得解析解!不仅快速而且学习性能优良!因而受到广

泛关注和应用!该工作目前的引用数已超
FF&%

次'

然而传统的
]X-9

在学习过程中存在数据的可伸缩性问题(

$)

)

!当数据量增加到一定规模后!算法

所学得的判别方向复杂度与训练样本数成线性增长!这在常规计算资源上已难以胜任相应的学习'相

比
]X-9

的这种复杂性!本文所提出的
.#-9

算法本身只线性于隐节点数!而独立于训练样本数!在现

实应用中!隐节点数通常比训练样本数要小很多'因此!当实验数据规模变大时!在保证分类性能的前

提下!

.#-9

计算成本比
]X-9

更小'另一方面!近年来的众多研究表明(

$&

)

!对传统
##

$如卷积网络%

的深化学习能大大提升图像分类(

G

)

*语音识别(

$K

)和自然语言处理(

$I

)等的识别性能!由此也促发了对

##-9

向深度化学习(

$*

)的研究!在对
##-9

的跟踪研究发现!此类研究主要有两大趋势"$

$

%网络变大

变深的深度学习&$

F

%限于常规计算资源的加速化$例如典型
.XD

%极速学习'然而深度学习的成功往

往需付出高昂的代价!是因为"$

$

%深度学习需要学习大量参数!样本少了很易+过拟合,!数据大小成为

其性能提升的关键(

$G

)

&$

F

%模型复杂化需要庞大的计算资源和巨大的时间开销'而+没有免费午餐定

理,告诉人们"算法的优劣必须针对具体的学习任务!其有效性必须考虑+偏好,问题!结果是"$

$

%时间开

销大和计算资源缺乏!即难以在常规计算资源下完成深度学习&$

F

%所需要的大数据的标记涉及昂贵的

人力和物力等问题'综上所述!当数据规模达不到深度学习要求的情况下$在机器学习
T+!

储存数据库

公布的
)&G

个数据集当中!

F(I

个数据集的主要样本例数集中在
K%%%%

个以下!约占
GK̂

%!如何在常用

?+

计算资源下进行更有效的学习变得更有意义和更加紧迫!所以笔者更偏重于
##

加速化的研究'在

保证分类性能的前提下!

.#-9

能迅速处理这类常规数据的分类任务!与传统
##-9

不同是因为其利

用了快速*可靠的随机映射'

最新研究表明(

$(

)使用随机投影的简单
##

与人类学习具有很大相关性和相似鲁棒性'因此也为

$%

年前采用此原理的极速学习机$

.R83@O@6@534<4

A

O5:N<4@

!

.XD

%提供了认知原理上的解释!尽管

.XD

被提出以来得到了广泛关注!并已在特征学习*分类*回归和聚类(

F%

)等方面获得了一系列拓展!但

就笔者所知!还未有对
##-9

相应的
.XD

改造'本文基于这一事实!对
##-9

进行极速化!构建出一

种极速非线性判别分析方法$

.R83@O@4146<4@53><=:3<O<45485456

E

=<=

!

.#-9

%!使其兼具
##-9

的万能

逼近能力和
]X-9

能解析获得全局最优解的快速性'最后在
T+!

机器学习库真实数据集上进行实验!

*&&!

谢群辉 等'极速非线性判别分析网络



结果显示
.#-9

比
]X-9

和
##-9

具有更优的分类性能'

7

!

极速学习机模型

极限学习机
.XD

(

F$

)是一种特殊单隐层前向神经网络$

"<4

A

6@

'

N<>>@465

E

@37@@>713Y53>4@23564@8

'

Y13[=

!

"XQ#

%!由
_254

A

等人于
F%%&

年提出!目前已获得了
$$G%

多次引用'不同于
"XQ#

传统梯度

下降学习算法!

.XD

随机产生输入层到隐层权重和偏置!克服
"XQ#

反复迭代计算导致的收敛慢*且不

能保证全局最优解等问题'在优化隐节点和输出节点的权重上!

.XD

采用正则化最小二乘法快速求得

闭合解(

FF

)

'

.XD

由输入层!隐层和输出层
)

层网络组成!其中隐节点常用非线性激活函数'典型的非

线性激活函数包括
"<

A

O1<>

函数*高斯函数和径向基函数'不失一般性!这里采用式$

$

%中的
"<

A

O1<>

函

数作为隐层神经元的激活函数

!

$

"

%

#

$

$

$

@R

H

$

%

"

%

$

$

%

!!

.XD

不仅有速度上优势!更重要的是理论上也证明了其具有与
"XQ#

同样的对非线性分段连续函

数的万能逼近能力(

F)

)

'其学习过程可视为两步"$

$

%确定网络
##

隐层的神经元数!随机设置输入权重

和偏差&$

F

%确定网络权重'在特征空间中通过使训练误差平方和最小解析求得输出权重的最小范数

解!达到优化输出权重的目的'

.XD

除了快速外还能实现对不同类型数据的分析!并已渐渐成为一种

新型的快速学习范式'

现设有
&

个样本的训练数据集
!

'

!

"

- .

'

&

'#

$

!其中
!

'

#

(

"

'

$

!

"

'

F

!/!

"

'

(

)

P

"

8

( 为
(

维特征输入向

量!

"

'

#

(

)

'

$

!

)

'

F

!/!

)

'

*

)

P

"

8

* 为对应的输出目标向量'第一步按式$

F

%执行!其中输入层与隐层间的权

重和偏置分别从 $

J$

!

$

%和$

%

!

$

%上随机均匀产生!所得隐层的输出为

+

,

$

!

'

%

#

!

$

#

$

$

%

P

,

!

'

$

-

,

% $

F

%

式中"

#

$

$

%

,

#

(

.

$

$

%

,$

!

.

$

$

%

,F

!/!

.

$

$

%

,(

)

P

$

,

#

$

!/!

/

!

'

#

$

!/!

&

%为输入层连接第
,

个隐层单元输入权值!

-

,

为偏置'定义
$

为
/

维的隐层映射特征空间表示

$

$

#

$

!

#

F

!/!

#

/

!

-

$

!

-

F

!/!

-

/

!

!

$

!

!

F

!/!

!

&

%

#

%

$

!

$

%!

%

$

!

F

%!/!

%

$

!

&

( )

%

P

"

8

&

0

/

$

)

%

式中"

%

$

!

'

%

#

!

$

#

P

$

!

'

$

-

$

%!

!

$

#

P

F

!

'

$

-

F

%!/!

!

$

#

P

/

!

'

$

-

/

( )

% ' 第二步!通过最小化总训练误差平方

和准则式$

&

%!即可获得优化输出权重'

O<4

1

/

.XD

#

$

F

&

F

$

2

F

#

&

'#

$

!

'

F

$

&

%

=C8C

!

%

$

!

'

%

&

#

"

P

'

%

!

P

'

!

'

#

$

!/!

&

式中"

!

'

为第
'

个训练模式的误差!

&

#

"

$

!/!

"

( )

/

P

"

8

/

0

*

!

2

$

%

为惩罚系数'而
.XD

的输出方程

为

3

$

!

'

%

#

#

/

,

#

$

"

,

!

$

#

P

,

!

'

$

-

,

%

#

%

$

!

'

%

&

$

K

%

式中
"

,

#

(

!

,$

!

!

,F

!/!

!

,*

)

P 为输出权重'因此最终优化问题式$

&

%可重写为

O<4

1

'

.XD

#

$

F

&

F

$

2

F

#

&

'#

$

(

%

$&

F

$

I

%

式中
(

#

"

$

!/!

"

( )

&

P

"

8

&

0

*

' 借助正则化最小二乘法求解获得全局最优的权阵
&

为

&

#

$

)

2

$

$

P

$

%

%

$

$

P

(

$

*

%

式中
)

为单位矩阵'利用式$

*

%可快速计算
&

(

FF

)

'

.XD

从理论和经验上获得了性能保证(

F&

)

'借助其

思想!拟对由
D51

和
05<4

所提出的
##-9

进行极速化改造!建立
.#-9

模型'

G&&

数据采集与处理
4567(895

3

:8)8;<

=

6,>,),5(8(?@75<A>>,(

!

B16C))

!

#1C)

!

F%$G
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!

极速非线性判别分析网络

D51

等人的
##-9

属于浅层网络!其目标是学习非线性降维!但其遗传了
"XQ#

的训练慢*易陷于

局部最优的缺点'同时基于深度学习思想实现的多层
.XD

(

FK'FI

)

!能够实现对海量数据的建模!尽管能

获得比深度网络相对快的训练!但对本文所要处理的数据规模仍显得+大材小用,!偏离了传统
.XD

简

单易解的特性'本文目的在于极速化
##-9

!使
.#-9

在常规计算设施上能处理比
##-9

更大规模

的数据集!同时继承了
.XD

能解析求解的优点'

.#-9

网络结构如图
$

所示!具体分两步"$

$

%随机生

成
##

的输入层连接权重和偏置!构成了一个随机映射!结果使模型具有简单快速性&$

F

%视隐层输出为

新形成的训练数据!用
X-9

准则优化进输出层连接权重!同时可用于可视化'同
.XD

求解一样!不仅

无局部最小!并且能快速解析求得全局闭合最优解!最后形成一个新的判别特征空间!而后用所获特征

对目标进行分类'由于采用了随机非线性变换和后续的判别优化!使
.#-9

对数据有着自适应性和期

望的分类性能'

图
$

!

.#-9

网络结构图
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!
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.#-9

算法第一部分实现原始特征
*
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)到非线性特征
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/的极速随机映射&

第二部分通过使用
X-9

对
$

进行降维'

X-9

作为一种有效的降

维和分类方法!具有以下优点"$

$

%可作为可视化工具&$

F

%通过获

取最佳投影方向问题转化为求解最大特征值的问题!易求得分类

面法方向的解析解'在多分类任务中!假定一个有包含
<

类的样

本!

X-9

降维实际是从
/

维空间向
@

维空间投影!设
@

%

<

%

$

'

对
$

经过式$

(

%投影后得到新样本+
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式中
#

$

F

%

,

为
X-9

的投影权重'样本总类内散度矩阵
-

-

和类间散度矩阵
-

.

分别定义为

-
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式中"

+

$
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表示+

$

中属于第
,

类的样本!
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为第
,

类样本数'构建
X-9

优化

目标函数如下
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!!

然后对其进行判别分析求解!最大化
.

$

,

%等价于求解如下广义特征问题!即

-

-

,

#"

-

.

,

$

$)

%

!!

通过求解式$

$)

%可计算出
X-9

投影矩阵
,

!它由
-

%

$

.

-

-

的
<J$

个最大广义特征值所对应的特征向

量组成!此
,

即为最佳的判别投影矩阵'通过以上两部分计算可得到整个
.#-9

投影权重!完整的

.#-9

算法如算法
$

所示'

算法
7

!

.#-9

算法

输入"样本集
&

#

!

'

!

"

$ %

'

!

'
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!

"

'
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$

!激活函数
!

$

0

%!隐层节点数
/

'

输出"

.#-9

输出+

%

'

步骤
7

!

随机生成
.#-9

第一部分中的权重
#

$

$

%

,

和偏置
-

,

!

,

#

$

!/!

/

&

(&&!
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步骤
9

!

计算
.#-9

的隐层输出
+

,

$通过式$

F

%%&

步骤
:

!

对隐层输出
+

,

进行判别分析!通过式$

$)

%计算出投影权重
,

!得到
.#-9

的输出+

%

'

:

!

仿真及性能分析

:C7

!

设置

!!

实验环境如下"

D9PX9̀ F%$)5

!

!48@6

$

a

%

+13@

PD

<K')&*%+?T

"

)CF%b_Z

!

$IC%b̀

内存!

I&

位

\<4$%

操作系统'如表
$

所示!实验所用数据为
T+!

$

N88

H

"##

53:N<W@C<:=C2:<C@>2

#

O6

#%数据集'实验前

需对数据进行了归一化!然后将处理后的数据作为
.#-9

的输入进行训练'为了验证模型的有效性!

将
.#-9

算法与
##-9

!

]X-9

!

.XD

算法进行了比较分析!为公平起见!

##-9

!

.XD

与
.#-9

的隐

层节点参数相同!统一使用
D

近邻算法$

D'#@53@=8#@<

A

NM13

%!分别对
##-9

!

]X-9

和
.#-9

进行分

类'实验过程中参数
D

采用
$%

折交叉验证'

表
7

!

;<=

数据集

>,4?7

!

;<=6,#,.%#.
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X@88@3 !48@

A

@3 F%%%% $I FI

"@4=136@== a@56 KGK%( &( $$

!!

按照
D51

等人提出
##-9

方法实验!采用的
##

包含两个隐层的误差反向传播算法$

.3313M5:[

H

31

H

5

A

58<14

!

?̀

%网络!输入层节点个数对应特征维数!输出层神经元个数等于类别数'通过反向传播学

习算法训练前馈神经网络两个隐层的权重!并且固定最后隐层的节点数作为要投影空间的维度'

##

训练参数设置如下"学习率为
%C*

!迭代次数
K%%%

次!动量因子为
%C)

!最小误差为
%C%%$

'

]X-9

所采

用的高斯映射核函数的类型为
D

$

"

!

E

%

#

@R

H

$

%

"

%

E

F

#

F

#

F

%!其中映射函数控制参数
#

由集合

-

%C%$

!

%C$

!

$

!

$%

!

$%%

!

K%%

!

$%%%

.取值'

:C9

!

可视化

为验证
.#-9

模型的非线性特征学习能力!实验中随机抽取
T+!

的
&

组数据集通过模型投影到二

维空间进行可视化!结果如图
F

#

K

所示'

图
F

!

\<4@

数据集的可视化
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图
)

!
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A

O@48

数据集的可视化
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图
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!

\5W@713O)

数据集的可视化
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图
K

!

?@4

'
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A

<8=

数据集的可视化

Q<

A

CK

!

?@4

'
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A

<8=>585=@8W<=256<Z@>M

E

8N3@@56

A

13<8NO=

由图
F

#

K

可以观察到样本分别经过
##-9

!

.#-9

和
]X-9

方法投影二维投影空间后的效果"数

据经过投影之后都具有最大的分离度!其中
.#-9

和
]X-9

投影分类效果更直观有效'同时实验结果

表明对数据线性不可分问题!非线性变换是一个强大的方法'

在隐节点参数设置相同情况下!

##-9

不仅花费的训练时间更长!而且投影出来效果分离程度并

不明显!如图
&

!

K

所示!其原因有"$

$

%

##-9

最后隐层到输出层训练权重并没有充分利用&$

F

%

##-9

为避免扭曲严重!以线性函数替代
"<

A

O1<>

函数'在图
&

!

K

中!随着数据规模和特征属性逐渐复杂情况

下!

.#-9

!

]X-9

比
##-9

分类投影后数据分开!抽取特征更明显'

.#-9

与
]X-9

投影效果差别不

大!但
]X-9

的不足表现在对数据集规模较大样本!计算时间和空间复杂度变大'综上所述
.#-9

可

作为一种极速且稳定的可视化工具!其原理简单直观!通过可视化可以更加了解数据的内在特性!同时在

$K&!
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判别分析时提取最大特征!不仅降低数据中的不相关和冗余信息!同时有利于数据的后续分类'

:C:

!

性能分析

对
]X-9

!

##-9

!

.XD

和
.#-9

这
&

种相关算法进行实验对比!

##-9

!

.XD

和
.#-9

隐层节

点设置为相同参数!采用统计测试集数据分类的错误率和时间进行对比分析'实验结果为
$%

次测试结

果平均值和标准差!如表
F

所示'其中错误率公式为

.3313a58@

#

#2O.3313

#2O966

$

$&

%

表
9

!

错误率和耗时比较

>,4?9

!
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$
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'
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$
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%

X@88@3

$

/c$$%%

%

"@4=136@==

$

/cK%%%

%

]X-9

错误率

耗时#
=

%C%K)d%C%K

%CK&I(

CCC9DdCCC9

&KCFG$)

%C$K(d%C%F

&IKCGK(&

%C%%&d%C%%F

&GI)C*

%C%&*d%C%%K

FKG($

&

##-9

错误率

耗时#
=

%C%IKd%C%(

GCGK(I

%C%)Gd%C%F

&()(CG

&

%C%$Id%C%%)

$FI&I

%C%K$d%C%%I

$FI)(

&

.XD

错误率

耗时#
=

%C%FId%C%&

CCCCEF

%C%&Kd%C%$

CC9CD:

%C$IGd%C%$

GCGDH9

%C%%&d%C%%&

HCID9G

%C%I%d%C%%)

7:CDHC:

%C)KFd%C%%F

:CC:GFF

.#-9

错误率

耗时#
=

CCC7GdCCCG

%CI&%I

%C%F*d%C%$

)CF%)$

CCCEGdCC7:

F&&C&IGG

CCCC9dCCCC7

$*CG*G$

CCC99dCCCCG

(*$C)*K%

CC97:dCCCC:

$C)F$)e$%

)

!!

表
F

中
&

代表溢出!性能较好结果用粗体标出!虽然
.XD

是
&

种方法里最快速的!但
.#-9

的分

类性能相比
.XD

得到很大提升'从综合情况看!当数据规模逐渐变大的情况下!

.#-9

算法始终表现

出较好分类精度和快速性'分析原因如下"$

$

%实验中发现
##-9

需要训练多层神经网络权重和偏置!

导致学习效率低*开销大&

##-9

双隐层网络结构致使参数增多!而
.#-9

通过随机映射简化了模型

结构!只需要优化
X-9

层权重!就可以达到比
##-9

更好的效果'$

F

%

##-9

不仅时间花费巨大!而性

能并没有得到改善!从表
F

中
.#-9

和
##-9

分类结果可以看出!

.#-9

性能更优'由于
##-9

在最

后一个隐层到输出层训练出的权重并没发挥训练作用!而且
##-9

为了防止变形严重用线性函数替代

了
"<

A

O1<>

函数!导致学习效果不理想'

从表
F

中耗时结果可看出!

.#-9

比
]X-9

计算更快速'随着数据集规模增大!除了
\<4@

数据集

外!

.#-9

的表现明显!准确性更高'这是因为
]X-9

隐节点数与训练样本数呈线性关系$计算复杂度

为
&

)

%!需要计算
&e&

大小的核矩阵!而
.#-9

只与隐节点数的大小呈线性关系!只需计算
&e/

大

小的核矩阵!而隐节点参数
/

通常远小于
&

!当数据规模变大时!

]X-9

计算成本较高甚至溢出!而

.#-9

则表现出更好的可伸缩性'

综上所述!

.#-9

比
##-9

!

]X-9

更具有极速性!这充分表明随机映射在不影响分类性能前提下

大幅度降低了
##

的复杂性'与
]X-9

不同的是!

.#-9

!

##-9

!

.XD

都充分发挥了
##

的万能逼近

能力!而
.#-9

不仅强化了随机映射!而且能保证全局最优解析解!使学习更加迅速和鲁棒'

F

!

结束语

本文探讨了
X-9

三种非线性化方法'受随机映射启发!将
##-9

进行改造!提出
.#-9

算法!避

免了
##-9

需要迭代的调整权重和易陷入局部最优等问题!并且具有
]X-9

的全局最优特性!同时又

避免了
]X-9

对样本依赖的影响!使其更具极速性和鲁棒性'

由于
.#-9

随机设置权重和偏置带来的不稳定性!很容易联想到集成的学习方法!利用对样本数
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据进行重采样技术(

F*'FG

)加强分类器泛化性能!对于同质或异质个体学习器集成学习!可使整个模型决策

更加智能化'通常对产生的个体学习器进行集成的学习算法涉及稀疏修剪或多样性的度量相关(

F(

)

'

多样性度量能确保信息完整性!而稀疏化建立原则是在不使用更多的个体学习器的情况下就能达到剪

枝的目的'

/<4

等人(

)%

)提出同时结合稀疏正则化和多样性度量这两种方法用于凸二次规划求解!极大

地改进了集成泛化性能!并有利于大规模数据的并行分布式表示(

)$')F

)

!具有很好的扩展性!这将是下一

步研究内容'
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